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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s t♦✉t❡s s♦rt❡s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ✐♥❞✉str✐❡❧s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ér♦♥❛✉t✐q✉❡✱ ❧✬✐♥❞✉str✐❡ s♣❛t✐❛❧❡✱
❧✬✐♥❞✉str✐❡ ♣étr♦❧✐èr❡ ❡t t❛♥t ❞✬❛✉tr❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ♥❛t✉r❡❧s
♦✉ ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♠♦❞é❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✉①q✉❡❧s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡r✱ ✜❣✉r❡ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ♠♦❞è❧❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶ ❡t ✷ ❡t ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t à ▲❡♠♠❛ ❞✉r❛♥t ❧❛ t❤ès❡
❞❡ ❉❛♠✐❡♥ ●✉è❣❛♥✱ ❬✹✼❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ s✉r ✉♥ ♣❡t✐t ❜❛t✐♠❡♥t ✭❞❛♥s ✉♥
❜❛ss✐♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✮✱ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬❡❛✉ ♣♦✉r tr♦✐s ✐♥st❛♥ts
s✉❝❝❡ss✐❢s✳
❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❆◆❆◆❆❙✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ✉t✐✲
❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
♣rés❡♥té✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ ✉s✉❡❧❧❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐s❝rét✐sé❡s
♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡♥
❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡✮✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐s❝rèt❡s s♦♥t rés♦❧✉❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞✐s❝r❡t ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡s✲
s✐♦♥✳ ❉✬♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❢♦✉r♥✐ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
✷ ❈♦♥t❡♥ts
♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✭♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♦✉t✐❧s✮✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✢✉❡ s✉r ❧❛
q✉❛❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tré ✐❝✐ ❡st q✉❡ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❆◆❆◆❆❙ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▲❡♠♠❛ ré❣é♥èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉
❝❛❧❝✉❧✱ ❝❢✳ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés t②♣✐q✉❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♥✲
❣❡♥❞rés ❡t ✉t✐❧✐sés s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
▲❡s ❛♣♣♦rts ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆◆❆◆❆❙ ❝♦♥❝❡r♥❡r♦♥t ❞❡✉①
ét❛♣❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ♣❛rt✐❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ r❡❝❡✈r❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋▼●
s♦✉s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ▼P■✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❡r❛ ét❡♥❞✉ à
t❡r♠❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉tés ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦r✐❡♥té❡s ♥♦r♠❡✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❡t ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡
♠é♠♦✐r❡✳
▲❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t✐✈✐tés ❤✉♠❛✐♥❡s ❡st ❞és♦r♠❛✐s s✐ ❝r✉❝✐❛❧❡
q✉✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ❞é❝❡♥♥✐❡ ❡st ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ♠♦❞è❧❡s ❡♠♣❧♦②és✱ ♦✉
✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝♦♥s♦rt✐✉♠s t❡❧s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❊✉r♦♣é❡♥ ❯▼❘■❉❆
✭❯♥❝❡rt❛✐♥t② ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r ❘♦❜✉st ■♥❞✉str✐❛❧ ❉❡s✐❣♥ ✐♥ ❆❡r♦♥❛✉t✐❝s✱ ✷✶ ✐♥❞✉s✲
tr✐❡❧s ❡t ✐♥st✐t✉ts✱ ❞♦♥t ❧✬■◆❘■❆✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ♣♦rt❡♥t
s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❧✐♠❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t❡❧❧❡s q✉❡
❈♦♥t❡♥ts ✸
❝❡❧❧❡s ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ▼❆■❉❊❙❈ ✭▼❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s ♣♦✉r
❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ét✐r❡♠❡♥ts✱ ❝♦✉r❜✉r❡s✮ ❝♦♦r❞♦♥♥é
♣❛r ❧✬■◆❘■❆✳ ❈❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s♦♥t ❛✉ss✐ s♦✉t❡♥✉❡s ♣❛r ❞❡s s♦❝✐étés ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ❡t ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ s♦❝✐été ▲❡♠♠❛✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥❝r✐t ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❥❡ts✱
❯▼❘■❉❆ ❡t ▼❆■❉❊❙❈✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✿
❈♦♠♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥♥és ♦❜t❡♥✐r ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥❄
❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❞❡✉① t❤è♠❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r
✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ✐♥❝♦♥♥✉ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦✐♥s
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ✐♥❝♦♥♥✉ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❛♠✐♥❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛✐❧✲
❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ t♦✉❝❤❡ à ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t s♦♥ ❜✉t ❛✉ss✐ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡
❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ❡t
❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ré❝❡♠♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ✭▼●✮ ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
r❛♣✐❞❡s ❡t ❡✣❝❛❝❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐été ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡t
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❝❛❧❝✉❧s ♠é❝❛♥✐q✉❡s✳
▲❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❡
s✐♠♣❧❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐tér❛t✐✈❡
❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛❝❝é❧éré❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡✳ ❚②♣✲
✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r q✉❡
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥♥é ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r ❝♦♥t✐❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s
❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❞✉✐t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐tér❛t✐✈❡ q✉✐✱ ❡①✲
♣r✐♠é❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡✮ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✱
❡st ❞❡ ♣❡♥t❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♣❡♥t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❛✈❡❝ N ❞❡❣rés ❞❡
❧✐❜❡rté ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞é❧✐♠✐té ♣❛r const. N Log(N)✱ ✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ♣r❡sq✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡
r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞ ✭❋▼●✮✿ ❋▼● ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ n ♣❤❛s❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ j ✉t✐❧✐s❛♥t j ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ❞✉ ♣❧✉s ✜♥ ❛✉ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r✳ ▲❛
j✲✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❋▼● rés♦✉t ❧✬❊❉P ❞✐s❝rét✐sé❡ s✉r ❧❡ j✲✐è♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡tt❡ j✲✐è♠❡
♣❤❛s❡ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ j − 1✲✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❢❛✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ kj ❞❡ ❝②❝❧❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s j − 1 ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣r♦ss✐❡rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ❛✉ j− 1✲✐è♠❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ✐❞é❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ kj ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡
❡st ❧❡ ♠ê♠❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❋▼● ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ const. N ✱ ♣ré❞✐t❡
♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡t ♦❜s❡r✈é❡ s✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ✈♦✐r ❬✼✻❪✳ ❖♥ ❞♦✐t
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦t❡r q✉❡❧q✉❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛s✱ ❧❛
s✐♠♣❧❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
s✐♥❣✉❧✐❡rs ♦✉ r❛✐❞❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ♦✉ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❧✐♠✐t❡s✳ P♦✉r ré❣❧❡r ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❣r♦ss✐❡rs ❞é✜♥✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❧✉s s♦✲
✹ ❈♦♥t❡♥ts
♣❤✐st✐q✉é❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❬✶✾❪❬✼✺❪ ♦✉ ❧❡ ❞ér❛✣♥❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡
❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❬✻✻❪✱ ❬✻✸❪✱ ❬✸✾❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s tr❛♥s❢❡rts ✐♥t❡r✲❣r✐❧❧❡s ♣❧✉s
❛❞❛♣tés✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡
♥✬❡st ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡ ♦✉ ♣❡✉t ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❡
❢❛ç♦♥ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r✐❧❧❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r
❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❣r✐❧❧❡s à
❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞✳
P♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ✐❧ ❛ été r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❋▼●
♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛s ❝❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❤❛❜✐t✉❡❧ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✐s❝rèt❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞étér✐♦ré❡ ♣❛r ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ✐♥s✉✣s❛♥t❡✳ ❱♦✐r✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✷✹❪✳ ▲❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❋▼● s♦♥t ✭✶✮ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
▼● q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ✭✷✮ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞✬♦r❞r❡ é❧❡✈é ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠❛✐❧✲
❧❛❣❡s ❞❡ ❋▼●✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ❣r♦ss✐❡rs✳ ❙✐ ♦♥ ❛ss✉♠❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❝②❝❧❡
▼● ❡st ❜♦♥♥❡✱ ❧✬é❝❤❡❝ ❞✉ ❋▼● ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✈❡rs ❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ tr♦♣ ❣r♦ss✐❡rs✱
s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝❧✉t ❞❡s ♣❡t✐ts ❞ét❛✐❧s ♦✉ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋▼● ❜❛s✐q✉❡✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡
❞❡ ❝②❝❧❡s ♣❛r ♣❤❛s❡✱ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ à ❧❛ ✜♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛✉✈❛✐s❡✳
▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r
✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❋▼● ♣ré❞✐t ❡t
❛✈♦✐r ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♣t✐♠❛❧❡ const.N ✳
▲❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛rrêt ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐tér❛t✐❢s ♦♥t été ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
tr❛✈❛✉① ♣✉❜❧✐és✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ t②♣✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐
❞✬❆r✐♦❧✐ ❡t ❞❡ s❡s ❝♦✲❛✉t❡✉rs ❬✻✶❪✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛❞♠✐s q✉❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝r✐tèr❡
❝♦♥s✐st❡ à ❛rrêt❡r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡
✐téré❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❝♦♥✈❡r❣é❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❝♦♥✈❡r❣é❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❬✼✻❪✱❬✻✶❪✳ ❍é❧❛s✱ ❧❡ ❢❛✐t
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❝♦ût❡✉① ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s
❬✻✶❪✱ ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥
O(h2)✳ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ rés✐❞✉ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❝♦♠♠❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛rrêt ❞❡s ❝②❝❧❡s ▼●✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼● ❡t ❋▼● ♦♥t été ❝♦♠❜✐♥é❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣✐♦♥♥✐❡r ❞❡ ❘✳ ❇❛♥❦✱
❬✶✶❪✱ ❡t q✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❬✼✸❪✱❬✶✼❪✱❬✻✼❪ ♦✉ ❬✻✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱
❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡st✱ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❞✐✈✐s✐♦♥
❧♦❝❛❧❡✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♠❜♦îtés✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ▼● ❡t ❋▼● ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲str✉❝t✉rés ♥♦♥✲❡♠❜♦îtés ❛ été ♣é✲
♥❛❧✐sé❡ ♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲str✉❝t✉rés✱ ❣r♦ss✐❡rs ❡t ✜♥s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t♦♥s ✐♥✲
❞✉str✐❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à s✉r♠♦♥t❡r ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ré❝❡♥ts
♣r♦❣rès ❞❛♥s ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ✈♦✐r ❡✳❣✳ ❬✹✷❪✳ ●râ❝❡ à ❝❡s
♣r♦❣rès✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣❡s
❈♦♥t❡♥ts ✺
s♦♥t ❞és♦r♠❛✐s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❛✉t♦r✐s❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡
♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ét✐r❡♠❡♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts
✭tr✐❛♥❣❧❡s très ♣❧❛t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬é❝❤❡❧❧❡s
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ q✉✐ ❛✉r♦♥t ♣✉ êtr❡ ❞ét❡❝té❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣❤②s✐q✉❡ ✐♥❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
▲❛ ♣❛r❢❛✐t❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞♦✐t ❝❛❧❝✉❧❡r✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ très ❝♦♠♣♦s✲
✐t❡✱ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ t❛❜❧❡❛✉①✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳ Pr❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❝♦♠♠❡♥t ❞✐r❡ s✐ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s❄✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭♣❛s ❞❡ ❝♦♥✈❡①✐té✱ ❝♦ût ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✈✐s✲à✲✈✐s
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✮✳
➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❛♥✐s♦tr♦♣❡
r❡♠♣❧❛❝❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❘✐❡✲
♠❛♥♥✐❡♥♥❡✳ P♦✉r ♥♦✉s✱ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡
❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♠❡s✉r❡r ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ❥♦✐❣♥❛♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠✐✲
♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ré❣✉❧❛r✐sé ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥str✉✲
✐s❛♥t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦♥t
été ❢♦r♠❛❧✐sé❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s
❬✺✹✱ ✺✺❪✳
▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛❞❛♣tés ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❉✬✉♥❡
♣❛rt✱ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛❧❝✉❧s s♦✐❡♥t ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
❝❛s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ ♥✬ét❛✐❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡s s❛♥s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡✱
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❛♥❣ s♦♥✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ✉♥ ❛✈✐♦♥ ❥✉sq✉✬❛✉ s♦❧ ❬✻✵❪✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❧❡s ❛❞❛♣t❛t❡✉rs ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♠❛✐❧✲
❧❛❣❡ à ✉♥ ♦r❞r❡ é❧❡✈é ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♥❣✉❧✐❡rs ❬✺✸❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ✐♥❣ré❞✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t ❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s✲♠étr✐q✉❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❜❛sé❡s✲❤❡ss✐❡♥✳ ❊❧❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝♦♥♥✉✱ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❊❉P rés♦❧✉❡✳ ❙♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛ r❡♣rés❡♥té ✉♥ ❣r❛♥❞ ♣r♦❣rès ❡♥
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛ ❡✉ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✻ ❈♦♥t❡♥ts
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ ♣❡✉t ♦❜❥❡❝t❡r q✉❡ s♦♥ ✈ér✐t❛❜❧❡
s♦✉❝✐ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐ s♦rt ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ rés♦❧✉❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦r✐❡♥té❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ✭♣❛r
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r✮ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥♦♠♠é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ s♦rt❛♥t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡①❡r❝é❡ s✉r ❧✬♦❜st❛❝❧❡ à ✉♥ t❡♠♣s
❞♦♥♥é✳ ❉❛♥s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡
❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❣râ❝❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱
❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♦r✐❡♥té❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ré♣♦♥❞ r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦r✐❡♥té❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡✉r ❧✐♠✐t❡s q✉❛♥❞ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
♥❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❛s s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦rt✐❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥té❡ ♥♦r♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❝♦♥trô❧❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt✐❡s s❝❛❧❛✐r❡s ✭♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦ût✮ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧✬é❝❛rt
❞❛♥s ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣r♦❝❤é ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡①❛❝t✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ❛❞❛♣t❛t✐❢s✱
❜❛sé s✉r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ♦r✐❡♥té ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦r✐❡♥té ♥♦r♠❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❋▼● ❡t ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❋▼●✲❛❞❛♣t❛t✐❢s rés✉❧t❛♥ts✳
❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡♥ ♠étr✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s t❡♥s♦r✐❡❧❧❡s✳
❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❤✉✐t ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ r❛♣♣❡❧
❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠étr✐q✉❡s r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s ❡t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉♥✐tés ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❡rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ P1 ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶✮✳
■❧ s✬❛❣✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs ❞✬❡rr❡✉r ❡t ❞❡
❝♦rr❡❝t❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳
P✉✐s✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉① ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✿ t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ♣✉✐s ❧❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❜❛sé ❤❡ss✐❡♥
✭❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✱ ♣✉✐s ❧❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♦r✐❡♥té ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ ❧❡
❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ♦r✐❡♥té ♥♦r♠❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✻✮ ❡t✱ ❡♥✜♥✱ ❧❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞ ❛❞❛♣✲
t❛t✐❢ ♦r✐❡♥té ♥♦r♠❡ ❡♥ t❡♥s♦r✐❡❧ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ❧♦rs ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡
❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❝✐été ▲❊▼▼❆ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥tés ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✽✮ ✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❖❧✐✈✐❡r ❆❧❧❛✐♥ ❡t ❆❧❛✐♥ ❉❡r✈✐❡✉①
♣❛r✉❡ ❡♥ ❥♦✉r♥❛❧✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❆❧❛✐♥ ❉❡r✈✐❡✉① ❡t ❡st
s♦✉♠✐s❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❥♦✉r♥❛❧ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ❛rt✐❝❧❡ ❡♥ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✱ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥❡
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❚❤✐❡rr② ❈♦✉♣❡③ ❡t ❆❧❛✐♥ ❉❡r✈✐❡✉①✳ ❈❡s tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s r❡♣r❡♥♥❡♥t
❧❡ ❢♦r♠❛t ❡t ❧❛ ❧❛♥❣✉❡ ❞❡s ♠❛♥✉s❝r✐ts ❞✬❛rt✐❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ rés✉❧t❡
❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❖❧✐✈✐❡r ❆❧❧❛✐♥ ❡t ❱✐♥❝❡♥t ▲❡✈❛ss❡✉r✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ ❛✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿
●✳ ❇rèt❤❡s✱ ❖✳ ❆❧❧❛✐♥✱ ❆✳ ❉❡r✈✐❡✉①✱ ✏❆ ▼❡s❤✲❆❞❛♣t❛t✐✈❡ ▼❡tr✐❝✲❇❛s❡❞ ❋✉❧❧✲
▼✉❧t✐❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✑✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s
❈♦♥t❡♥ts ✼
✐♥ ❋❧✉✐❞s✱✼✾✲✶✱ ✸✵ ✺✸✱ ✷✵✶✺
●✳ ❇rèt❤❡s✱ ❆✳ ❉❡r✈✐❡✉①✱ ✏❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ◆♦r♠✲❖r✐❡♥t❡❞ ▼❡s❤ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛
P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✑ ✭s♦✉♠✐s✮
●✳ ❇rèt❤❡s✱ ❖✳ ❆❧❧❛✐♥✱ ❆✳ ❉❡r✈✐❡✉①✱ ✏▼❛✐♥ ✐ss✉❡s ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t✐✈❡
❋▼●✑✱ ✶✶t❤ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭❲❈❈▼ ❳■✮✴ ✺t❤
❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✭❊❈❈▼ ❱✮✴ ✻t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ✭❊❈❋❉ ❱■✮✱ ❏✉❧② ✷✵✲✷✺✱ ✷✵✶✹✱
❇❛r❝❡❧♦♥❛✱ ❙♣❛✐♥
●✳ ❇rèt❤❡s✱ ❆✳ ▲♦s❡✐❧❧❡✱ ❋✳ ❆❧❛✉③❡t✱ ❆✳ ❉❡r✈✐❡✉①✱ ❈♦♥✈❡r❣❡♥t ❡rr♦r✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠❡s❤
❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❱■■ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞❛♣t✐✈❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
❆❉▼❖❙ ✷✵✶✺✱ ❋✳ ❈❤✐♥❡st❛✱ ▲✳ ❈❤❛♠♦✐♥✱ P✳ ❉✐❡③ ✭❊❞s✮
●✳ ❇rèt❤❡s✱ ❆✳ ▲♦s❡✐❧❧❡✱ ❋✳ ❆❧❛✉③❡t✱ ❆✳ ❉❡r✈✐❡✉①✱ ▼❛✐♥ ✐ss✉❡s ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤
❛❞❛♣t✐✈❡ ❋▼●✱ P❆◆❆❈▼ ✷✵✶✺✱ ✶st✳ P❛♥✲❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
▼❡❝❤❛♥✐❝s ❇✉❡♥♦s ❆✐r❡s✱ ✷✼✲✷✾ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✺
✏▲❡s ❞❡✉① ✐❞é❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s✑✱ ❊①♣♦sé ❛✉ ❙é♠✐♥❛✐r❡ ■◆❘■❆ ❈❛❢é■♥✱
✷✵✶✹✳
✏❆❞❛♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞s✑✱ ❊①♣♦sé à ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❨♦✉♥❣ ❊❈❈❖▼❆❙ ✷✵✶✸ à
❇♦r❞❡❛✉①✱ ✷✵✶✸
✏❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❢✉❧❧✲♠✉❧t✐❣r✐❞ ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❜❛sés s✉r ❞❡s ♠étr✐q✉❡s r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s✑✱
♣♦st❡r ❛✉ ❝♦♥❣rès ❙▼❆■ ✷✵✶✸ à ❙❡✐❣♥♦ss❡✲❧❡✲P❡♥♦♥✳
❆✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✈❡rs ❧❡ ❣r❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ s✉✐✈❛♥t❡s✿
✲ ❉é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❛✉① ❢êt❡s ❞❡ ❧❛ ❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✶✸✱ ✷✵✶✹ ❡t ✷✵✶✺✱
✲ P❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ à ✉♥ ✜❧♠ ✏❆❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡✑✱ ✷✵✶✺✳

❈❤❛♣t❡r ✶
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡s
ré❡❧s✱ ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❞❡♥s❡s ✭s❛♥s ✈✐❞❡✮✱ ❡t ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❞é❝♦✉♣❛❜❧❡s
s❛♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✐s♦❧❡ ✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✏❣r❛✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ♠❛t✐èr❡✑✳ ❈❡tt❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ▲❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ✈❛
êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ♣♦rt❡✉s❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s✱ ♣❛s s✐ ❧♦✐♥
❞✉ rés❡❛✉ ❞✬❛t♦♠❡s ❞✬✉♥ s♦❧✐❞❡✱ ♠❛✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r ✭❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s q✉❡ ❞✬❛t♦♠❡s✮✳ ❈❡
♣r♦❝é❞é ❡st ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉r
❧❡q✉❡❧ s❡r❛ rés♦❧✉ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é✳
❆✈❡❝ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲str✉❝t✉rés✱ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r ♣❡✉t ♠✐❡✉① s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛
♣❤②s✐q✉❡ ❡♥ ♠❛✐❧❧❛♥t ♠✐❡✉① ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♠❛♥✉❢❛❝t✉ré ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✮ ❡t ❡♥ ♠❛✐❧❧❛♥t ♠✐❡✉① ❧❡s
❝❤❛♠♣s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✈✐❛ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▼❛✐s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
♥♦♥✲str✉❝t✉ré ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✿ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✳
■❧ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❡✉ ré❣✉❧✐❡r ❝❛r ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❜✐❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r q✉❡ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t
♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❡♥ t✐r♦♥s✿ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ♠❡s✉r❡r ✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ ✉t✐❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲str✉❝t✉rés ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❖r ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❜✐❡♥ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❡r✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❜✉t✱
✐❞é❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♠❡ttr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳
❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ✉♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✿ ❧❡s ♠étr✐q✉❡s r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡s✱
❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉♥✐tés ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ P1✳ ❯♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❣r❛♥❞ ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s
❞❛♥s ❬✺✹✱ ✺✺❪✳
✶✳✷ ▼étr✐q✉❡
▲✬♦✉t✐❧ ❧❡ ♣❧✉s ❡ss❡♥t✐❡❧ à ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❛♥✐s♦tr♦♣❡s ❡st ❧❛ ♠étr✐q✉❡
r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ Rdim ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ dim ❡st 2 ♦✉ 3✳ ❊♥ ❣é♦♠étr✐❡ ❡✉❝❧✐❞✐✲
❡♥♥❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ L2✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡st ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ✉s✉❡❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ l2✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♣♦✐♥ts A ❡t B ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿
✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
dist(A,B) = ||−−→AB||L2 =<
−−→
AB,
−−→
AB >=
√−−→
ABT
−−→
AB.
❊♥ ❣é♦♠étr✐❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t ♠❡s✉ré❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ✈❛r✐❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥❡ ✈❛r✐été✮✳
❉❛♥s Rdim✱ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ r✐❡♠❛♥♥✐❡♥♥❡ gx ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t x ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳
gx : Ω
2 −→ R
gx : (u,v) −→ gx(u,v)
❖♥ ♥♦t❡M(x) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à gx✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s M✿
distM(A,B) =
∫ 1
0
√−−→
ABTM(A+ θ−−→AB)−−→AB ❞θ
▲❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ M(x) ❡st é❣❛❧❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r t♦✉t x✳ ❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ✐❝✐✱ ❝❤❛q✉❡
M(x) ❡st ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ M(x) ❡st ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ (dim× dim) q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✿
M(x) = R(x)T
(
λ1(x) 0
0 λ2(x)
)
R(x), ✭✶✳✶✮
❡♥ ✷❉ ♦✉
M(x) = R(x)T

λ1(x) 0 00 λ2(x) 0
0 0 λ3(x)

R(x), ✭✶✳✷✮
❡♥ ✸❉✳
▲❡s r♦t❛t✐♦♥s R ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s dim ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞✬ét✐r❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡s✱ ❡t ❧❡s λk
❧❡✉r ❢♦r❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳
✶✳✸ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té q✉✐ ❡st ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s
♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❛r s✐♠♣❧❡①❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❡♥ ✷❉✱ tétr❛è❞r❡s ❡♥ ✸❉✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧s s♦♥t ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♥ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✈❛❧✐❞❡s✱ ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t✿
✲ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡①❡s
t♦✉s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡✱
✲ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ❡st s♦✐t ✈✐❞❡ s♦✐t ✉♥ s♦♠♠❡t✱ s♦✐t
✉♥❡ ❛rêt❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❢❛❝❡✳
✶✳✸✳ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ✶✶
✶✳✸✳✶ ❊❧é♠❡♥t ✉♥✐té
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t K ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ tr✐❛♥❣❧❡ ♦✉ tétr❛è❞r❡ s✉✐✈❛♥t q✉✬♦♥
tr❛✈❛✐❧❧❡ ❡♥ ✷❉ ♦✉ ❡♥ ✸❉✳ K ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐té s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡s M
s✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❛rêt❡s ❛ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉✐✈❛♥t M é❣❛❧❡ à 1✳ P♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t K✱
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s❛ ❧✐st❡ ❞✬❛rêt❡s (ei)i=1,...,nbAretes ♦ù nbAretes ✈❛✉t 3 ❡♥ ✷❉ ❡t 6 ❡♥
✸❉✳
▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r lM(ei) ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ei s✉✐✈❛♥t M ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t
M ❡♥tr❡ s❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Ai ❡t Bi ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ei✱
lM(ei) = distM(Ai,Bi) =
∫ 1
0
√−−−→
AiBi
TM(Ai + θ−−−→AiBi)−−−→AiBi ❞θ
K ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐té s✉✐✈❛♥t M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✿
∀i = 1, ..., nbAretes, lM(ei) = 1.
❊♥ ✷❉✱ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ K s✉✐✈❛♥t M ✈❛✉t |K|M =
√
3
4 ✳
❊♥ ✸❉✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ K s✉✐✈❛♥t M ✈❛✉t |K|M =
√
2
12 ✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✶
❬✺✹✱ ✺✺❪ P♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t K t❡❧ q✉❡ |K|Id 6= 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ t❡♥s❡✉r ❞❡
♠étr✐q✉❡ MK ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ K ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐té s✉✐✈❛♥t MK ✱ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ✉♥✐té ✸❉
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝❡♥tr❡ ✉♥ ❞❡s
s♦♠♠❡ts ❞✉ tétr❛è❞r❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù MK ✈❛✉t ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t✱ à ❞r♦✐t❡✱ ❧❡ ❝❛s
♦ù MK ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❙✉r ❧❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❧❡ ✉♥✐té✱
✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❝❡♥tré❡ s✉r ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ❛ ❧❡s tr♦✐s ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts à s❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱
K ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ✉♥✐té s✉✐✈❛♥t MK ✳
✶✳✸✳✷ ❊❧é♠❡♥t q✉❛s✐✲✉♥✐té ❡t ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té
❖♥ ❡st t❡♥té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥t t♦✉s
❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐tés s✉✐✈❛♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é✳ ▼❛❧✲
❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❣❛r❛♥t✐ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ♣✉✐ss❡
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✉♥✐té✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥t q✉❛s✐✲✉♥✐té✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s
❧♦♥❣❡✉rs ❞✬❛rêt❡s é❣❛❧❡s à 1✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ❝♦♠♣r✐s❡s ❞❛♥s ✉♥ ✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛✐r❡✴✈♦❧✉♠❡ q✉✐ ♣❡✉t ❞ès ❧♦rs ✈❛❧♦✐r 0✳ P♦✉r é✈✐t❡r
❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬❛✐r❡✴✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❛❧✐té
QM(K) =
36|K|2/3M
31/3
∑6
i=1 l
2
M(ei)
P♦✉r ❞❡✉① ré❡❧s α ❡t β t❡❧s q✉❡ α > 0 ❡t 0 < β < 1✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t K ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t
q✉❛s✐✲✉♥✐té s✉✐✈❛♥t M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
∀i = 1, ..., nbAretes, lM(ei) ∈ [ 1
α
, α] ❡t QM(K) ∈ [β, 1]
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ α =
√
2 ❡t β = 0.8✳
❯♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té s✉✐✈❛♥t M s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts
s♦♥t ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉❛s✐✲✉♥✐té s✉✐✈❛♥t M
▲❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ q✉✐ ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✉♥✐té ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜✐✉♥✐✈♦q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à
❝❤❛q✉❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉♥✐té✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉✬à
❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♦♥ ❢❛ss❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ✉♥ s❡✉❧ ❝❤❛♠♣ ❞✬❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣♦✐♥t s❡r❛ ❛❜♦r❞é à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s
❡♥✜♥ q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ s❡r❛ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✐s❝r❡t ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❤♦✐s✐✳
✶✳✸✳✸ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
❊♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✐❧ ❡st ❝♦✉t✉♠✐❡r ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❊❉P ❞✐s❝rèt❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ q✉✐ ♥✬❡st
❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✲
✈❡♥✐r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❝♦♥st❛♥t❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ♣❛r ♥÷✉❞s✮✳ ❖r
♦♥ s❛✐t q✉❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ ❊❉P s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ très ét✐ré ✈❛ ❝♦ût❡r ♣❧✉s ❝❤❡r q✉❡
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥♦♥✲ét✐ré ✭✏✐s♦tr♦♣❡✑✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥÷✉❞s✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❝♦♠♣t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❡✉ ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té
❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ❈✬❡st
❧✬♦♣t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛✐❧✲
❧❛❣❡s ✉♥✐té ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❧é❣èr❡♠❡♥t
✶✳✹✳ ❊rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ P✶ ✶✸
❞✐✛ér❡♥ts✳ ◆♦✉s ♣ré❢ér❡r♦♥s ❝♦♠♣t❡r ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❡❧❛t✐❢s à ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ t❡♥s❡✉r ❞❡ ♠étr✐q✉❡s s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡✿
M(x) = R(x)T
(
λ1(x) 0
0 λ2(x)
)
R(x), ✭✶✳✸✮
❡♥ ✷❉ ♦✉
M(x) = R(x)T

λ1(x) 0 00 λ2(x) 0
0 0 λ3(x)

R(x), ✭✶✳✹✮
❡♥ ✸❉✳
❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té s✉✐✈❛♥t M✱ ♦♥ ❛ λi(x) = 1h2i (x) ♦ù hi(x) ❡st
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ i✲✐è♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛
❞❡♥s✐té ♣❛r s♦♠♠❡t dM(x)✳
❊♥ ✷❉✱
dM(x) =
1
h1(x)h2(x)
=
√
λ1(x)λ2(x) =
√
det(M(x)).
❊♥ ✸❉✱
dM(x) =
1
h1(x)h2(x)h3(x)
=
√
λ1(x)λ2(x)λ3(x) =
√
det(M(x)).
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ♥♦té C(M) ❞✬✉♥❡
♠étr✐q✉❡ ❡t ♣❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ t♦✉t ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐té ❞❡ ❝❡tt❡
♠étr✐q✉❡ M ❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é ♣❛r✿
C(M) =
∫
Ω
dM(x) dx =
∫
Ω
√
det(M(x)) dx.
✶✳✹ ❊rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ P✶
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❡st ❧✬❡rr❡✉r
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ P1✳
✶✳✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ Ω ❞❛♥s R2 ♦✉ R3 ❡t s❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ Ωh✳ P♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ♥♦s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ Ω = Ωh✳ ❖♥
♥♦t❡✿
V = H10 (Ω) ∩H2(Ω).
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω = Ωh ❡st tr✐❛♥❣✉❧é ♣❛r ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✭✷❉✮ ♦✉ ✉♥❡ tétr❛è❞r✐s❛✲
t✐♦♥ ✭✸❉✮ ♥♦té❡ H✳ ❖♥ ♥♦t❡ VH ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r Ωh✱ ❛✣♥❡s s✉r
❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t K ❞❡ H✳ ❖♥ ♥♦t❡ ΠH ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✉r P1 s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ H✿
ΠH : V → VH v 7→ ΠH(v) ❛✈❡❝ ΠH(v)(xi) = v(xi) ∀ i, s♦♠♠❡t ❞❡ H.
✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ u✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à t♦✉t ♠❛✐❧❧❛❣❡
✉♥✐té H ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡M ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ P1 ♥♦té❡ u−ΠHu✳ P♦✉r ❞❡✉①
♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉♥✐té ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s à ♥♦tr❡ s❡♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❀ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ♥♦t❡r ΠM ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ΠH✳
P♦✉r ❞❡✉① ♠étr✐q✉❡s très ♣r♦❝❤❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛✉ s❡♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡✿
||M−M′||
(C0(Ω))dim2 ≤ ε
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ très ♣❡✲
t✐t❡✳ ❈❡s ✐❞é❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬❡rr❡✉r
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❬✺✹✱ ✺✺❪✱ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✉♥✐té ❡st ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❞✉ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ u✳
▲✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿
u− πMu(x) = 1
10
tr❛❝❡(M− 12 (x) |Hu(x)|M−
1
2 (x)) ✭✶✳✺✮
♦ù |Hu| ❡st ❞é❞✉✐t ❞❡ Hu ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦✲
♣r❡s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡
❞❛♥s ❧✬♦✉✈❡rt ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s à ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ R
dim(dim+1)
2 ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s✳
✶✳✹✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛
♠étr✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✹✳✷✮ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts C(M) é❣❛❧ ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ N ✳ ❉❛♥s ❬✺✹✱ ✺✺❪✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r rés♦❧✉
❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠étr✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
(MLpopt(x))x∈Ω ❝♦♠♠❡✿
MLpopt = DLp (det |Hu|)
−1
2p+2 |Hu| ❛✈❡❝ DLp = N
(∫
Ω
(det |Hu|)
p
2p+2
)−1
, ✭✶✳✻✮
♦ù DLp ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té N ✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ |Hu| ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡ Lp t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ (det |Hu|)
−1
2p+2 ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ r❡✢ét❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ Lp✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s p = 2✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
▲❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ très
ré❣✉❧✐èr❡✱ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉♣♣♦sé♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
R
dim✳ P♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❛r❛♠étré s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡rr❡✉rs ❞❡
✶✳✹✳ ❊rr❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ P✶ ✶✺
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ P1✳
❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠étr✐q✉❡✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ s❝❤é♠❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❊❉P
✭❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t s✉✐✈❛♥ts✮ ❡st ♠♦✐♥s ❞✐r❡❝t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts
❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦rr❡❝t❡✉r✳

❈❤❛♣t❡r ✷
▼♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t
❝♦rr❡❝t❡✉rs
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❊♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♣r♦❞✉✐t ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦❝❤é❡✱ ❞✐s♦♥s uh✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u✱ ❞✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉ ❡①❛❝t❡✱ ❞❡
❧✬ ❊❉P ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P1 ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❝♦♠♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐ uh✳ ▲✬❡rr❡✉r à ré❞✉✐r❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ u − uh✳ ❊❧❧❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ♠❡s✉ré❡ s✉✐✈❛♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦r♠❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ♥♦r♠❡ L2✿
ε = |u− uh|L2(Ω).
❯♥ ❜✉t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ♥✉♠ér✐❝✐❡♥ ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✳ ▼❛✐s ❜✐❡♥
sûr✱ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐t ♣❛s u − uh ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t uh✳ ■❧ s✬❛❣✐r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ s✉❜st✐t✉❡r à ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ u−uh ❝❡❧❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s r❡♠♣❧❛ç❛♥ts q✉✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s
♦✉ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ t❡r♠❡s r❡♠♣❧❛ç❛♥ts s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt
❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs q✉✐ s❡r♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛❥♦r❛♥ts ❞❡ |u − uh|✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
❞❡s ❝♦rr❡❝t❡✉rs ch r❡♥❞❛♥t u+ ch ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ u✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦✉✈r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥ ✉♥ r❛♣✐❞❡ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬❡rr❡✉r ❡t s❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
✷✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P✶ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮✳ ◆♦✉s ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡❧✲
❧✐♣t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ Ω ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Rdim ❡t ♦♥ ♣♦s❡ V = H10 (Ω)✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
❞✬❊❉P ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❧❡
s✉✐✈❛♥t✿
u ∈ H10 (Ω), − div(µ∇u) = f ✭✷✳✶✮
♦ù f ∈ L2(Ω) ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡t ♦ù u ∈ V ❡st ♥♦tr❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❡t ♦ù µ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉✈❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù µ ❡st
❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à 1✱ ♦♥ r❡t♦♠❜❡ s✉r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✳
✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✭✷✳✶✮✳ P♦✉r µ s✉✣s❛♠♠❡♥t
ré❣✉❧✐❡r✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s H2(Ω) ❡t ❞❛♥s C0(Ω)✳ ▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ u ❡st ✈r❛✐
❛✉ss✐ ♣♦✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s µ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s ♠❛✐s ré❣✉❧✐❡rs ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❛ss❡③ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❡♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠✉❧t✐✲✢✉✐❞❡s✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✬é❝r✐t✿
u ∈ V, ∀v ∈ V
∫
Ω
µ(X)∇u∇v ❞X = (f, v).
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ HM✱ ✉♥✐té ♣♦✉r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M ❡t ❞❡ N s♦♠♠❡ts✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P1 ♣♦✉r ❞✐s❝rét✐s❡r ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ s✉r
❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆♦✉s ✐♥❞❡①♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✐s❝r❡t ♣❛r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ M✳
P♦✉r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ✐♥t❡r♥❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s (φMi ) ∈ V
t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φMi ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t Xj ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ HM✱ ♦♥
❛✐t✿{
φMi (Xj) = 0 si j 6= i
φMi (Xj) = 1 si j = i et Xj /∈ ∂Ω.
◆♦✉s ♥♦t♦♥s VM ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φMi ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t s❡
❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿
uM ∈ VM, ∀v ∈ VM
∫
Ω
µ(X)∇uM∇v ❞X = (f, v).
✷✳✸ ❘❛♣♣❡❧s✿ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❡ P1✱ s♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧é❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ u à ❧✬♦r❞r❡ ✉♥ ❞❛♥s H1 ❡t ❞❡✉① ❞❛♥s L2✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✿ P♦✉r u ∈ H2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ K1 ≥ 0 ❡t K2 ≥ 0 t❡❧s q✉❡✿
|u−Πhu|H1 ≤ K1h|u|H2 ✭✷✳✷✮
❡t
|u−Πhu|2 ≤ K2h2|u|2 ✭✷✳✸✮
❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✿ |v|2 =
√
(vv) ❡t |u|Hm =
√∑
α≤m(Dαv,Dαv) ✳
✷✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐
◗✉❛♥❞ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ uM ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ u✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡ttr❛ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ u−
uM✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ s✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st
♣r✐s ❛ss❡③ ✜♥✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦r♠❡s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r s❡r♦♥t ♣❡t✐t❡s✳ ▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❢♦r♠✉❧é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ uM ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ u✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
✷✳✺✳ ❊st✐♠❛t❡✉rs ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❇❡❝❦❡r✲❘❛♥♥❛❝❤❡r ✶✾
❧✬✉♥❡ ✈❡rs ❧✬❛✉tr❡ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❈é❛ ✭q✉✐ r❡♠♦♥t❡ à ❬✷✻❪✮✿
||u− uM||H1(Ω) ≤ Kh||u||H2(Ω). ✭✷✳✹✮
❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡✿
||u− uM||H1(Ω) ≤ K ′||u−ΠMu||H1(Ω).
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ✐♥✈♦q✉é❡ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡
s✉r ❧❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❡ u ✈✐❛ ✭✷✳✷✮ ♦✉ ♣❧✉s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ❤❡ss✐❡♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ uM✳ ▼❛✐s
❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❜❛sé❡s ❤❡ss✐❡♥ ♥❡ ♠❡s✉r❡♥t q✉❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s
L2 ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡H1✳ ▲❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s
r✐❣♦✉r❡✉s❡ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ ❝♦♥❝❡r♥❡r ❛✉ss✐ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣r❡♠✐èr❡s✱ ♠❛✐s ♥✬❡st q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✉♥ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡✳
❉❡s ❛♥❛❧②s❡s ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ♦♥t été
♦❜t❡♥✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❆✉❜✐♥ ❬✾❪ ❡t ◆✐ts❝❤❡ ❬✻✽❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ L2✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ❞❛♥s L2
s❡r♦♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❡♥
❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t u ❡st ❞❛♥s H2✳ ■❧ ❡①✐st❡ K ≥ 0 t❡❧
q✉❡ ✿
|u− uh|2 ≤ Kh2|u|H2 ✭✷✳✺✮
♦ù uh ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❞❛♥s Vh✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ❛❞❥♦✐♥t✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ❞✬❆✉❜✐♥✲◆✐ts❝❤❡ ❡st s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ très ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ♥♦✉s ❞❡✈r♦♥s ❢❛✐r❡
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✺✱✻✱✼ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣❧✉s ✜♥❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ét❛t ❛❞❥♦✐♥t s✉❣❣èr❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡♥
✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✬♦♥t ♣r♦♣♦sé ❇❡❝❦❡r ❡t ❘❛♥♥❛❝❤❡r✳
✷✳✺ ❊st✐♠❛t❡✉rs ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❇❡❝❦❡r✲❘❛♥♥❛❝❤❡r
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡
u✿
j : V → R u 7→ j(u).
❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♦r✐❡♥té❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞✮✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ z ❞✉ s②stè♠❡ ❛❞❥♦✐♥t✿
a(ψ, z) = (g, ψ),
♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡✿
j(u)− j(uh) = (g, u− uh) = a(u− uh, z).
✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❖♥ ♥♦t❡ Π¯h ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✉r ❞❡ ❈❧é♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✷✽❪✿
Π¯h : V → Vh , v 7→ Π¯hv ; Π¯h(v)(xi) =
∫
Suppφi
v❞①/
∫
Suppφi
❞① ∀ i, s♦♠♠❡t ❞❡ H,
♦ù Suppφi ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ φi✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
a(u, z)− a(uh, z) = a(u, z − Π¯hz)− a(uh, z − Π¯hz) + a(u, Π¯hz)− a(uh, Π¯hz) .
❊t ❞✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞✐s❝rèt❡s✱ ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s s♦♥t ♥✉❧s✳
❊♥ ♥♦t❛♥t δz = z − Π¯hz ✱ ✐❧ ✈✐❡♥t✿
a(u, δz)− a(uh, δz) = (f, δz)− a(uh, δz)
❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t ρ(uh, δz) = (f, δz)− a(uh, δz) ✐❧ ✈✐❡♥t
j(u)− j(uh) = a(u− uh, δz) = ρ(uh, z − Π¯hz) .
❈❡ rés✐❞✉ ❞❡ ♣♦✐❞s δz s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s✉r ❧❡s é❧❡♠❡♥ts K ❡t ❢❛❝❡s E ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✿
ρ(uh, δz) = ΣK∈τh(f +∆uh, δz)K + ΣE∈E ([∂nuh] , δz)E .
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s✿
ρ(uh, δz) ≤ ΣK∈τhρK(uh, δZh)
ρK(uh, δZh) = ||f +∆uh||K ||δz||K + 1
2
ΣE∈E(K)|| [∂nuh] ||E ||δz||E .
▲❡ t❡r♠❡ ||δz|| = ||z − Π¯hz|| ❞♦✐t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é ✿ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❞❡ Zh s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ δZh✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t r❡♣♦s❡r s✉r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
✜♥❡ss❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭✉♥ ❣r♦ss✐❡r✱ ❡t ✉♥ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ✜♥✮ ♦✉ s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡❣rés
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❝❡ q✉✐ s✉♣♣♦s❡ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r
❧✬❛❞❥♦✐♥t z✮✳
P♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ✜♥❡ss❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ρ(uh, δZh)K s❡r❛ ❝♦♠♣❛ré ❛✈❡❝
✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ✏❚❖▲✑✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡
❡st r❡♥❞✉❡ ✐♥✉t✐❧❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ♣❛r ♠étr✐q✉❡✳ ▲❡ r❡st❡ ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❧✉s ❤❛✉t ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦r✐❡♥té❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❇❡❝❦❡r ❡t ❘❛♥♥❛❝❤❡r ♣r♦♣♦s❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s❛♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❛♥s ❬✶✷❪ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❡♥té❡✲♥♦r♠❡ ✿
(uh − u, g) = ρ(uh, δz) ❜✉t g ❡st ✐♥❝♦♥♥✉ .
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝❡s ❛✉t❡✉rs ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿
ρ(uh, δz) ≤ ΣK∈τh ||f +∆uh||K ||δz||K + ΣE∈E || [∂nuh] ||E ||δz||E
✷✳✻✳ ❈♦rr❡❝t❡✉rs ✷✶
▲✬❛❞❥♦✐♥t z ❡st ✐♥❝♦♥♥✉ ♠❛✐s s✉♣♣♦sé ré❣✉❧✐❡r✱ ❞✬♦ù✿
||u− uh|| ≤ const.

∑
K∈τh
η2K


1/2
❛✈❡❝✿
ηK = hK
(
||f +∆uh||K | + 1
2
ΣE∈E(K)|| [∂nuh] ||E
)
.
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❛❞❛♣té❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿ ▲✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❧♦❝❛❧ ηK ❡st
éq✉✐❧✐❜ré ❡♥ r❛✣♥❛♥t ♦✉ ❞❡✲r❛✣♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts K ♦❢ τh s✉✐✈❛♥t✿
ηK =
TOL√
Nconst.
, N ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts.
▲❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ r❡♥❞ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡
q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
✷✳✻ ❈♦rr❡❝t❡✉rs
✷✳✻✳✶ ❈♦rr❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
▲✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❛ ❝r✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❝t❡✉rs ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❢♦r♠✉❧é❡ ♣❛r ●✐❧❡s ❡t
P✐❡r❝❡✱ ❝❢✳ ❬✹✹✱ ✼✷✱ ✹✺✱ ✹✸❪✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐♥❝♦♥♥✉ u✿
j : L2(Ω)→ IR, j(u) = (u, g).
❊t ♦♥ ❛❞♠❡t q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r |Rhuh − u| ❡st ❞✬♦r❞r❡ α✱ ❛❧♦rs✿
jh = (Rhuh, g) = j(u) + (Rhuh − u, g) = j(u) +O(hα).
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s♦✐t ♠✐❡✉① é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✱ s♦✐t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦rr✐❣❡r ✿
jh = j(u) + (A
−1(ARhuh − f), g) = j(u) + (ARhuh − f, z)
♦ù ♦♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ❝♦♥t✐♥✉ ♥♦té z ❡t s♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✐s❝r❡t Zh✿
z = A−∗g ; Zh = RhA−∗h g.
▲❡ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t
❝♦rr✐❣é✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦rr✐❣é❡ ✿
jˆh = (Rhuh, g)− (ARhuh − f, Zh)
❞♦♥t ❧✬✐♥térêt ❡st ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t é❧❡✈é ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r✿
jˆh − j(u) = (ARhuh − f, z −RhZh).
✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞❥♦✐♥t ❝♦♥✈❡r❣❡ à ❧✬♦r❞r❡ α✱ |z−RhZh| =
O(hα)✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡r❛✐t✿
jˆh = j(u) +O(h
2α) .
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥❡s str✉❝t✉ré❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❧✐ss❡s
❡t ❞❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s Rh ❧✐ss❡s✱ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ tr❛✐♥é❡ ❡t ❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s
❛✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❬✼✷✱ ✼✶❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♥♦♥✲str✉❝t✉ré✱ ❧❡ rés✐❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ARhuh − f
♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ✈❡rs ③ér♦ ❞❛♥s L2(Ω) à ❧✬♦r❞r❡ α ♠❛✐s ❧❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s
❛♣♣♦rt❡r ✉♥ ❜♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
✷✳✻✳✷ ❈❤❛♠♣ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❜❛sé ❉❡❢❡❝t✲❈♦rr❡❝t✐♦♥
❙♦✐t uM ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✐s❝r❡t✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
r♦❜✉st❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞✬❡rr❡✉r u−uM ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s❝❛❧❛✐r❡✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡♣♦s❡r♦♥s s✉r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♣❧✉s ✜♥ q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦♥str✉✐r❡✱
♦♥ ❞✐✈✐s❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❛tr❡ s♦✉s✲tr✐❛♥❣❧❡s ❡♥ ✷❉ ❡t ❤✉✐t s♦✉s✲tétr❛è❞r❡s ❡♥ ✸❉✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s (φ˜M/2i ) ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ V˜M/2 ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t Xi✱
a(u− uM, φ˜M/2i ) = a(u, φ˜M/2i )− a(uM, φ˜M/2i )
✷✳✻✳ ❈♦rr❡❝t❡✉rs ✷✸
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ tétr❛è❞r❡
a(u− uM, φ˜M/2i ) = (f, φ˜M/2i )− a(uM, φ˜M/2i )
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ rés✐❞✉ respostM/2 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
∀Xi ∈M/2✱ respostM/2(Xi) = (f, φ˜
M/2
i )− a(uM, φ˜M/2i )✳
❖♥ ❞é✜♥✐t RM/2→M ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ∀Xi ∈M✿
(RM/2→MrespostM/2)(Xi) = respostM/2(Xi)+
∑
T∈M|Xi∈T
(
1
2
respostM/2(Hij|T )+
1
2
respostM/2(Hik|T ))
❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❡❧❛✱ ♦♥ tr❛♥s❢èr❡ respostM/2 ❞❡ M/2 s✉r M✳ P✉✐s ♦♥ ❞é✜♥✐t u¯′post ∈ V˜M t❡❧
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ∈ [0, N − 1]✱
a(u¯′post, φ˜
M
i ) = (RM/2→MrespostM/2)(Xi)
❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ u¯′post ≈ ΠMuM/2 − uM✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡
❘✐❝❤❛r❞s♦♥ s✉r u− uM ❡t s✉r u− uM/2✿
u− uM = h2u2 +O(h3)
et
u− uM/2 = u2
(
h
2
)2
+O
((
h
2
)3)
=
1
4
h2u2 +O(h
3)
✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡t ❝♦rr❡❝t❡✉rs
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
uM/2 − uM = (u− uM)− (u− uM/2) = h2u2 −
1
4
h2u2 +O(h
3) =
3
4
h2u2 +O(h
3)
❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
uM/2 − uM =
3
4
(u− uM) +O(h3)
u− uM = 4
3
(uM/2 − uM) +O(h3)
❞♦♥❝
u− uM ≈ 4
3
(uM/2 − uM)
❡t ❞♦♥❝
ΠMu− uM = ΠM(u− uM) ≈ ΠM
(
4
3
(uM/2 − uM)
)
≈ 4
3
(
ΠMuM/2 − uM
) ≈ 4
3
u¯′post.
❖♥ ❞é✜♥✐t [r❤sP♦st❆♣♣r♦①] ∈ RN t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r
i ∈ [0;N − 1]✱
[r❤sP♦st❆♣♣r♦①]i = RM/2→MrespostM/2(i)
❡t ♦♥ é❝r✐t
[❆˜M][✉¯′post] ≈ [r❤sP♦st❆♣♣r♦①].
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❉❡❢❡❝t ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r✿
[❆˜M][✉¯′post] = RM/2→MrespostM/2(i).
Pré❝✐s♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❖♥ rés♦✉t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡①✲
❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t u¯′post ≈ 34 (ΠMu− uM)✳ ❋❛✐s♦♥s
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✿
u− uM = (ΠMu− uM)− (ΠMu− u)
u− uM ≈ u′prio =
4
3
u¯′prio − errQuadM,u
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ [r❤sP♦st❆♣♣r♦①]✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ∈
[0, N − 1]✱
[r❤sP♦st❆♣♣r♦①]i = res
post
M/2(Xi)+
∑
T∈M|Xi∈T
(
1
2
respostM/2(Hij|T )+
1
2
respostM/2(Hik|T ))
❛✈❡❝ ∀Xj ∈M/2✱ respostM/2(Xj) = (f, φ˜
M/2
j )− a(uM, φ˜M/2j )✳
❈❤❛q✉❡ (f, φ˜M/2j ) ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ à ❧❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✳
✷✳✻✳ ❈♦rr❡❝t❡✉rs ✷✺
a(uM , φ˜
M/2
j ) =
∫
Ω
µ(X)∇uM(X).∇φ˜M/2j (X) ❞X
a(uM , φ˜
M/2
j ) =
nbElementsF ins∑
T∈M
∫
T
µ(X)∇uM(X).∇φ˜M/2i (X) ❞X
µ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t ❡t uM ❡t φ˜
M/2
i s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r
é❧❡♠❡♥t ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s a(uM , φ˜
M/2
j ) ❡t (f, φ˜
M/2
j ) ❡t✱ ❞♦♥❝✱ [r❤sP♦st❆♣♣r♦①]. ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱
♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r u′post✳
❆✉ t♦t❛❧✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦rr❡❝t❡✉r ❉❡❢❡❝t ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé ❝♦ût❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡
s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥ ❞✬✉♥ rés✐❞✉✱ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé s✉r
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣❧❛♥té ❧❡ ❞é❝♦r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❤♦✐s✐ ❡t ❞❡ s❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❛
r❛♣♣❡❧é ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❝❧é ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✬❡rr❡✉r ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❚♦✉t ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
❢❡r❛ ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❛♥s L2 ❡t à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ♣r♦❧♦♥❣❡❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡ ❆✉❜✐♥✲◆✐ts❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sé ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ ❝♦rr✐❣❡❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❉❡❢❡❝t✲
❈♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r❛ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♦r✐❡♥té❡s ♥♦r♠❡✳

❈❤❛♣t❡r ✸
▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡
❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ➚ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡✱ ❧✬❡✛♦rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❝♦♥s♦♠♠é ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s❝r❡t✱ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ♣❛r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♦✉ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐s❝r❡ts✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❤❛✉t❡ ✜❞é❧✐té
❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥t✐♥✉s s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t s♦✉✈❡♥t
♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢✱ ❥✉❣é ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❣r❛♥❞s s②stè♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♦❝❝✉♣❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❖♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
✐tér❛t✐❢s ❡♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ✐tér❛t✐✈❡ ♦✉ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬✐téré ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡✱ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ♦✉ ❞❡ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡
❧✬❡rr❡✉r✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t très ✐♥❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ✭▼●✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❣❧❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❧❡s ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❡♥
✐tér❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ❣r✐❧❧❡✳ ❈❡s ✐❞é❡s ♦♥t ✐♥s♣✐ré ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s
q✉✐ r❡♠♦♥t❡♥t à ❋❡❞♦r❡♥❦♦ ❬✸✼❪ ❡t ❇❛❦❤✈❛❧♦✈ ❬✶✵❪✳
❉❡♣✉✐s✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❧❡s
❧✐✈r❡s ❞❡ ❍❛❝❦❜✉s❝❤ ❬✹✾❪ ❡t ❞❡ ❲❡ss❡❧✐♥❣ ❬✽✷❪✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✶✽❪
❡t ❧❡ ❧✐✈r❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ ❚r♦tt❡♥❜❡r❣✱ ❖♦st❡r❧❡❡ ❡t ❙❝❤✉❧❧❡r ❬✼✻❪✳
●râ❝❡ â ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ▼● ❛✈❡❝ ❧❡s r❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s ✭♥❡st❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✮
❧❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ❋▼● s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t N rés✉❧t❛ts ❡♥ KN
♦♣ér❛t✐♦♥s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋▼● ❛✈❡❝
❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♣♦✉r ❋▼●✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♣♦✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❡st
✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❛ss❡③ s❡♥s✐❜❧❡✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✐♥s✉✣s❛♠♠❡♥t sé✈èr❡ ♣♦✉✈❛♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐téré❡ tr♦♣ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❝❤❡r❝❤é❡✳ ❯♥ ❝r✐tèr❡ tr♦♣ sé✈èr❡
r❡♥❝❤ér✐t ❧❡ ❝♦ût ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r q✉✐ ♣❡✉t ❞é❣r❛❞❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❞❡✈r❛✐t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱
é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧✬✐téré ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❝❡
♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐✱
❝♦ût❡✉s❡ à ❝♦♥trô❧❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋▼●✱ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✹✾❪✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ✈❛ ♣❛s à ♥♦tr❡ s❡♥s ❛✉ ❜♦✉t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡
♦ù ❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ▼● ❡st ✐❞é❛❧❡♠❡♥t ✜①❡✳ ◆♦t♦♥s
♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦❝❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❞❡ t②♣❡
❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ♦✉ ●▼❘❊❙✱ ❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✶❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s s❛ ♣❤❛s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✭❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❛tr❡
❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ✜♥✮✱ ❝❡ q✉✐ r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ♦✉ ❝♦ût❡✉①
à ✈ér✐✜❡r✱ ❡t ✐♥❛❞❛♣t❛❜❧❡ ❡♥ ❋▼● s✐ ❋▼● ❞é❜✉t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❧✉tôt ❣r♦ss✐❡rs✳
❆✈❛♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜✐❣r✐❧❧❡✱ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❡t ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞
s✉r ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♠❜♦✐tés ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ♠ét❤♦❞❡s à ❡♠♣❧♦②❡r s✉r ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲
❡♠❜♦✐tés✳
✸✳✷ ▼●
✸✳✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐✲❣r✐❧❧❡
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ré❝✉rs✐✈❡✳ P♦✉r ❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐✲❣r✐❧❧❡✱ ❞é❝r✐t ♣❛r P❡t❡r ❲❡ss❡❧✲
✐♥❣ ❬✽✷❪✳
❖♥ r❡♣r❡♥❞ ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✐s❝rét✐sé❡ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
M ❞❡ N ♥÷✉❞s ❡t é❝r✐t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✿
AMuM = fM
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré✲❧✐ss❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t q✉❡❧q✉❡s
✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❏❛❝♦❜✐✳
❖♥ ♣❛rt ❞♦♥❝ ❞❡ AMuM = fM ❡t ♦♥ ♣♦s❡✿
vM = SMu0M +D
−1
M fM,
❛✈❡❝ S = D−1MNM ❡t DM −NM = AM✱ ❡t ♦ù DM ❡st ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ AM✳
❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ν1 ❢♦✐s ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✿
u
1
3
M = S
ν1
Mu
0
M +TM(ν1)fM
✸✳✷✳ ▼● ✷✾
❛✈❡❝ TM(ν1) = (Sν1−1M + S
ν1−2
M + ...+ IM)M
−1
M .
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬❡rr❡✉r ❡t ❧❡ rés✐❞✉✱ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿
e
1
3
M = uM − u
1
3
M
❡t
r
1
3
M = AMu
1
3
M − fM.
❖♥ ❝♦♥♥❛✐t r
1
3
M ❡t ♦♥ ✈❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r e
1
3
M✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✿
AMe
1
3
M = AMuM −AMu
1
3
M = fM −AMu
1
3
M = −r
1
3
M.
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡ e
1
3
M✱ ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❣r✐❧❧❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s
s♦♥t tr❛♥s❢éré❡s s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡✳ ▲❡s tr❛♥s❢❡rts ✐♥t❡r✲❣r✐❧❧❡s s❡ ❢♦♥t ❣râ❝❡
à ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❡t ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥♦tés P2M→M ❡t RM→2M✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❞é✜♥✐r P2M→M ❡t RM→2M✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ❜♦♥ ❡①✲
❡♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❝❛s ✶❉✳
P♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r v s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ v¯ s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t
♦♥ ❞é✜♥✐t P2M→M ❡t RM→2M ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿
P2M→Mu¯2j = u¯j ,
P2M→Mu¯2j+1 =
1
2
(u¯j + u¯j+1)
RM→2Muj =
1
4
u2j−1 +
1
2
u2j +
1
4
u2j+1
♦ù j ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 1 ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣rés❡♥t e¯M t❡❧
q✉❡ P2M→Me¯M = e
1
3
M✳ ❖♥ ❛ AMe
1
3
M = −r
1
3
M ❞♦♥❝ AMP2M→Me¯M = −r
1
3
M ❞♦♥❝
RM→2MAMP2M→Me¯M = −RM→2Mr
1
3
M.
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
A¯Me¯M = f¯M
❛✈❡❝ A¯M = RM→2MAMP2M→M ❡t f¯M = −RM→2Mr
1
3
M✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ e˜M ❞❡ e¯M✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❣r✐❧❧❡s
❡t ❝❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜✐✲❣r✐❧❧❡✳ ❖♥ ♣r♦❧♦♥❣❡ e˜M s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡
✜♥❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t P2M→M ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ P2M→Me˜M q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
e
1
3
M ♣✉✐sq✉❡ P2M→Me¯M = e
1
3
M✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ é❝r✐r❡✿
u
2
3
M = u
1
3
M + P2M→Me˜M.
❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣♦st✲❧✐ss❛❣❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣ré✲❧✐ss❛❣❡ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t u
2
3 ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❖♥
❢❛✐t ❝❡❧❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞♦♥♥é ❞❡ ❢♦✐s ν2✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐✿
✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
u1M = S
ν2
Mu
2
3
M +TM(ν2)fM.
❖♥ ré✐tèr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ u s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ❜♦♥♥❡✳
✸✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐✲❣r✐❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐✲❣r✐❧❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ét❛♣❡
♦ù ❧✬♦♥ ❞♦✐t rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ A¯e¯ = f¯ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t
❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐✲❣r✐❧❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡
❣r✐❧❧❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥s✉✐t❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ éq✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡
s✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣r✐❧❧❡✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛ ❢❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣r✐❧❧❡
❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r♦ss✐èr❡ ♣♦✉r ②
rés♦✉❞r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣❧✉s q✉✬à tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts
s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡ t♦✉t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ♣♦st✲❧✐ss❛❣❡s✳
✸✳✷✳✸ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s
❖♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝❛s s❛♥s ♣♦st✲❧✐ss❛❣❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ν2 ❂✵✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs
e1M = QMe
0
M
❛✈❡❝✿
QM = (A−1M − P2M→MA¯−1MR)(AMSν1M). ✭✸✳✶✮
✸✳✷✳✹ Pr♦♣r✐été ❞❡ ❧✐ss❛❣❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥✿ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CS ❡t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ η(ν) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ h ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡ t❡❧❧❡s q✉❡
||AMSνM|| ≤ CSh−2mη(ν)✱ ❛✈❡❝ η(ν) −→ν→+∞ 0 ♦ù 2m ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉①
❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s à rés♦✉❞r❡✳ ❈❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❡st ♣❛✐r✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡st
✐♠♣❛✐r ♥✬ét❛♥t ♣❛s ét✉❞✐é ✐❝✐✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ s♦✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡✿
||SνM|| ≤ ||A−1M ||||AMSνM|| ≤ ||A−1M ||CSh−2mη(ν).
✸✳✷✳✺ Pr♦♣r✐été ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥✿ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st r❡s♣❡❝té❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ CA
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ h t❡❧❧❡ q✉❡
||A−1M − P2M→MA¯−1MR|| ≤ CAh2m✳
✸✳✸✳ ❋▼● ✸✶
✸✳✷✳✻ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✿❬✹✾❪ ❙✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ν¯ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ h t❡❧ q✉❡
||QM|| ≤ CSCAη(ν) < 1,∀ν ≥ ν¯
❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼● ❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳
✸✳✷✳✼ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s
▲✬❡rr❡✉r ✐tér❛t✐✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ |unbcyM −u∞M| < ηnbcy|u0M−u∞M|✱ η ét❛♥t
❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t nbcy ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❡✛❡❝t✉és✳ ❖♥ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ε(N) = N
−α
d ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈♦✐r
ηnbcy|u0M − u∞M| = N
−α
d
❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t✿
exp(ln(|u0M − u∞M|)) exp(nbcy × ln(η)) = exp(
−α
d
ln(N))
ln(|u0M − u∞M|) + nbcy × ln(η) =
−α
d
ln(N)
nbcy = O(ln(N)).
❈❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ N(1 + 12 +
1
4 + ...)✳
❖r✱ 1 < (1 + 12 +
1
4 + ...) < 2 ❞♦♥❝ N(1 +
1
2 +
1
4 + ...) = O(N)✳
❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(N) ❡t ♦♥ ❛ nbcy = O(ln(N)) ❞♦♥❝
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(N)×O(ln(N)) = O(Nln(N))✳
✸✳✸ ❋▼●
✸✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞
◗✉❛♥❞ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ u0 q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ q✉❡ ❧✬♦♥
r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞✱ ♦✉ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ s②stè♠❡ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡✱ ♣✉✐s ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r
✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s
✜♥❡ ❝❢✳ s❝❤é♠❛ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❡t ❛♥❛❧②sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉①
✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ kφ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✉❧❧ ▼✉❧t✐✲●r✐❞ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡❧q✉❡s
❝②❝❧❡s kφ✲❣r✐❞
♣❛r ❊r✐❝ ▼♦r❛♥♦ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬✻✺❪✳
❖♥ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ l✳ ❖♥ ✐♥t❡r♣♦❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r l s✉r
❧❛ ❣r✐❧❧❡ l − 1✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝②❝❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s ❣r✐❧❧❡s l ❡t l − 1✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r l − 1✱ ♦♥ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❡ s✉r l − 2 ❡t ♦♥
❧❛♥❝❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤❛s❡ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t✱ l✱ l − 1 ❡t l − 2✳ ❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à
♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ✜♥❡✳
❖♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Au = f ✳ ❖♥ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❡ ❡t ♦♥ ❧❛ rés♦✉t s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡
❣r♦ss✐èr❡ Hl✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡✿
AHluHl = fHl
❡t
uHl = A
−1
Hl fHl .
❖♥ tr❛♥s❢èr❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ Hl−1 ❡t ♦♥ ❧❡ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✿
u0Hl−1 = PHl−→Hl−1uHl .
P♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ n ❢♦✐s ✉♥ s❝❤é♠❛ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥
AHl−1uHl−1 = fHl−1 ❛✈❡❝ Hl−1 ❝♦♠♠❡ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡ ❡t Hl ❝♦♠♠❡ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡✳ ❖♥
❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐♥s✐ unHl−1 ✳
❖♥ ♣♦s❡ u0Hl−2 = PHl−1−→Hl−2u
n
Hl−1 ❡t ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r u
n
H0 ♦ù
H0 ❡st ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ✜♥❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳
❆ ❧❛ ♣❤❛s❡ kphase✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡st ♥♦té
Nkphase ✳ ❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
✸✳✸✳ ❋▼● ✸✸
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✐t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡✿
Nkphase+1 = 2
dim Nkphase . ✭✸✳✷✮
❆ ❧✬♦r❞r❡ 2✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ rés✉❧t❡ s❡r❛ 4 ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❙✐✱
❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Nkphase+1 = 2 Nkphase ✱
❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ✷❉ s❡r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t 2 ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡
s❡r❛ ❛✉ss✐ 2 ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s s❡r❛✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛
♠ê♠❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ✉♥ ❡✛♦rt ❈P❯ ❣❧♦❜❛❧ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ Nkphase+1/Nkphase ✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞✿
✲ rés♦✉❞r❡ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ✜♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✶✲❣r✐❧❧❡✱
✲ ✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ✜♥✱
✲ rés♦✉❞r❡ s✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✷✲❣r✐❧❧❡✱
✲ ✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✜♥✱
✲ rés♦✉❞r❡ s✉r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✸✲❣r✐❧❧❡✱
✲ ❡t❝✳✳✳
✸✳✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ ❡t ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞é❥à ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ♦♥t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r
✐tér❛t✐✈❡✳
❍②♣♦t❤ès❡ ✶✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
❝②❝❧❡s ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♣❤❛s❡s✱ ❡t é❣❛❧ à S✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♥✉♠ér✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✿
❍②♣♦t❤ès❡ ✷✿ ||ukphase+1 − Pukphase || ≤ C1hkphase+1 ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ kphase✳
❖♥ ♣r❡♥❞ Au = f ❛✈❡❝ A ❡❧❧✐♣t✐q✉❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ (H, ||.||) ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt
❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r A✱ ❛✈❡❝ ||.|| ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧ ❛ss♦❝✐é à Au = f ✿
(Au, v) = (f, v),∀v ∈ H.
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ H ♥♦tés H1✱ H2✳✳✳✱ Hl✱
❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s❡r✈❛♥t à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡✳
❙♦✐t rk ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ H s✉r Hk✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❞✐s❝rét✐✲
s❛t✐♦♥✿ rku − uk✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs rk−1 = Rrk ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
PRuk − uk✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ R ❡t P ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ k ♠ê♠❡ s✐✱ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t✱
✐❧s s♦♥t ♥♦tés s❛♥s ✐♥❞✐❝❡ k✳
❙✐


||rku− uk|| = O(hκk)✱ ❛✈❡❝ κ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡
|P || = O(1)
||R|| = O(1)
||PRuk − uk|| = O(hτk)✱ ❛✈❡❝ τ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ C1 t❡❧❧❡ q✉❡
||Puk−1 − uk|| ≤ C1kmin(κ,τ)k .
❉é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ C2 ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s uk ❡t uk−1✿
C2 = max
1≤k≤1
(hk−1/hk)κ
♦ù r = max1≤k≤1(hk−1/hk) ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s✳ ❙♦✐t i
❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ u˜k q✉❛♥❞ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡
✉♥ s❝❤é♠❛ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k✳ ❖♥ ❛✿
||u˜k − uk|| ≤ C3C1hκk
❛✈❡❝ C3 = S
i
1−C2Si .
❙✐ ♦♥ ❛ ||u˜k − uk|| ≤ C3C1hκk ❡t C2Si ≤ 12 ✱ ❛❧♦rs ||u˜k − uk|| ≤ C1hκk .
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡❧❛ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s i ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡✿
i ≥ − ln(2C2)
ln(S)
.
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C2Si ≤ 12 ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛♣rès i ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ▼● ❞❡
r❛♣♣♦rt S✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ré❞✉✐t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2 C2 = 2 rκ✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡✉① q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt
❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ 2 ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① s✉❝❝❡ss✐❢s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s 2 C2 = 8✳
✸✳✸✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ ❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ♠✉❧t✐✲
❣r✐❧❧❡✱ ♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ (N2 )
−α
d ❡t ♦♥ ✈❡✉t ❧❛ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r à N
−α
d ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r 2
−α
d ✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝
ηnbcy = 2
−α
d
nbcy × ln(η) = −α
d
ln(2)
✸✳✹✳ ▼❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲❡♠❜♦✐tés ✸✺
nbcy =
−α
d
ln(2− η) = O(1).
❖♥ ❢❛✐t ❝❡❧❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✈❛✉t ❛❧♦rs✿
nbcy × 1 + nbcy × 2(1 + 12) + nbcy × 4(1 + 12 + 14) + ...
=
log2(N)∑
i=0
nbcy × 2i
i∑
j=0
(12)
j
=
log2(N)∑
i=0
2inbcy × 1−(
1
2
)i+1
1− 1
2
=
log2(N)∑
i=0
2i+1nbcy × (1− (12)i+1)
= nbcy
log2(N)∑
i=0
(2i+1 − 1)
= nbcy(2
log2(N)∑
i=0
2i −
log2(N)∑
i=0
1)
= nbcy(2× 21+log2(N)−12−1 − (1 + log2(N)))
= nbcy(2(2× 2log2(N) − 1)− 1− log2(N)) = nbcy(4× 2log2(N) − 2− 1− log2(N))
= nbcy(4N − 3− log2(N)) = O(1)×O(N) = O(N).
❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦♥tr❡✱ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✶ ❡t ✷✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♣t✐♠❛❧❡ O(N) ❞✉
❋▼● t❡❧ q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s✳
✸✳✸✳✹ ❙②♥t❤ès❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❋▼●
◆♦✉s ❛✈♦♥s r❛♣♣❡❧é ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❋▼●✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♥trô❧❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❡♥ ❧❡ ❢♦rç❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✜①❡✳ ▼❛✐s ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s
✶ ❡t ✷ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s②stè♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✿
✲ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥st❛♥t✱
✲ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡✳
■❧ ♣❡✉t ❡♥ rés✉❧t❡r ✉♥ é❝❤❡❝ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❋▼●✱ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧
❡♥tâ❝❤é ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡rr❡✉r ✐tér❛t✐✈❡✳
❯♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡s é❝❤❡❝s ❞❡ ❋▼● ❡t ✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✬② r❡♠é❞✐❡r
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❡rr❡✉r ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❬✷✹❪✳ ◆♦tr❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳
✸✳✹ ▼❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲❡♠❜♦✐tés
❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡♠❜♦✐tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❛✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s t❡❧s q✉❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❢❛ss❡♥t ♣❛rt✐❡
❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s
✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
❛✉ ❝❛s ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲❡♠❜♦✐tés✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❡s tr❛♥s❢❡rts ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r✐❧❧❡s✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s✳
P♦✉r ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❣r✐❧❧❡✱ ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡
❡t ♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡✳
P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ à ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡✱ ♦♥ ❛❧❧♦✉❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡
✜♥❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱
♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ❞✉ ♣♦✐♥t✳
P♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡ à ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡✱ ♦♥ ❧❛ ❞✐✈✐s❡ ♣❛r ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ♣✉✐s ♦♥ ❛❧❧♦✉❡ s❛ ✈❛❧❡✉r✱
♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s✱ à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛
❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡✱ ♦♥
❞✐✈✐s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛✐♥s✐ ❛ttr✐❜✉é❡ ♣❛r ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t✳
▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t ❞é❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❢♦r♠és ♣❛r ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞❡s
❛rêt❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♣♦✐♥ts ❡t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❣r❛✈✐tés ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ✈♦✐s✐♥s✳
✸✳✺ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ kφ✲✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❋▼● ❧❛ kφ✲✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝②❝❧❡
kφ✲❣r✐❞✳ ●râ❝❡ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉✣s❛♥t❡
à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ kφ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ kc ❞❡ ❝②❝❧❡s kφ✲❣r✐❞✳ ●râ❝❡
à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛s✐✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣❛✐♥ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t✳ ▲✬❛rrêt ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❧❡ ❝r✐tèr❡ s✉✐✈❛♥t✿
❈r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✿ ▲✬❡rr❡✉r ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❋▼● ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✹✾❪ ❡t✱ ♣♦✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ K t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❤❛s❡ kφ✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤é❡ ukφ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s❛t✐s❢❛ss❡✿
||u− ukφ || ≤ Kh2kφ . ✭✸✳✸✮
▲✬❡rr❡✉r ♣♦✉r ukφ ❡st q✉❛tr❡ ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ♣♦✉r ukφ−1 ❝❡ q✉✐ s✉❣❣èr❡ ♥❛ï✈❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉ ♣❛r q✉❛tr❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s r✐❣♦✉r❡✉s❡
r❛♣♣❡❧é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ✭✸✳✸✮ ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡
♣❤❛s❡ ❞❡ ❝②❝❧❛❣❡ ❋▼● ❞✐✈✐s❡ ❧❡ rés✐❞✉ ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ 2rκ✱ ♦ù
r = (Nkφ+1/Nkφ)
1/d ❡st ❧❡ r❛t✐♦ ✭✜①é✮ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s✱ ❝❤♦✐s✐
à r = 2✱ d ❡st ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t κ = 2 ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛✳ ❈❡❧❛
❞♦♥♥❡ 2rκ = 8✳ ◆♦t♦♥s h = hkφ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ à ❧❛ ♣❤❛s❡ kφ ❡t u
kc
h ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
✐téré❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ kc ❝②❝❧❡s✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ♠❛r❣❡
❞❡ sé❝✉r✐té✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✐♠♣♦s❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r
✸✳✺✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ✸✼
10✿
||Ahukch − fh|| ≤
1
10
||Ahu0h − fh||. ✭✸✳✹✮
▲❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✭✸✳✸✮✳ ❯♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❡st q✉❡ ✭✸✳✸✮ ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t❛✉① ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❛❜❧✐ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ✜♥✳ ❈❡❧❛ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ♦✉ ♥✐✈❡❛✉① ℓ ♦ù ℓ ❡st s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞✳
❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♣♦✉r ℓ ♣rès ❞❡ ❧✬✉♥✐té✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st ♣❡t✐t✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st ❣r♦ss✐❡r✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❢❛✉ss❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐✣❝✉❧té
♠❛❥❡✉r❡ s✉r✈✐❡♥t q✉❛♥❞ ✭✸✳✸✮ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❣r✐❧❧❡s ✜♥❡s✳ ❉❛♥s
❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ❋▼● ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳
❙✐ ❧❡ t❡st ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭✸✳✹✮ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ✜①❡ ❞✉ rés✐❞✉ à
❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ ❛❧♦rs✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥✬ét❛♥t ♣❛s s✉✣s❛♥t❡✱ ♣r♦❞✉✐r❛ ✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡
s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥✳
❙✐✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt tr♦♣ sé✈èr❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱
❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❛✉❣♠❡♥té ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❡t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡r❞✉ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦♣t✐♠❛❧❡ const.N ❞✉ ❋▼●✳
◆♦✉s s♦♠♠❡s ❛✉ss✐ ♠♦t✐✈és ♣❛r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✿ s✐ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ❧❡ ❝②❝❧❡ ▼●
s❡r❛✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤❛s❡✱ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞❡ ♠ê♠❡ ✜♥❡ss❡ ♠❛✐s ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❛❞❛♣té✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❥à très
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈✐t❡r ✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ✐♥✉t✐❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❛♥❞ ♥♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ❜♦♥♥❡
❛✜♥ ❞✬❛rrêt❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t tôt ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ▼●✳
▲❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❤❛✐♥s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❋▼● ❡♥ ✈✉❡
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ t❡st ❞✬❛rrêt ❞✉ ❋▼● ❡t ❞❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❡r ❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❋▼●✳
✸✳✺✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❈♦♥s✐❞ér♦♥s HM ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s rés♦✉❞r❡ ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t
❧❡ s②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t AMuM = fM✳
❙♦✐t ukM =
∑
ukM,iNi ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ k ✭Ni ét❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❜❛s❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♥♦❡✉❞ i✮✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ❆r✐♦❧✐ ❡t ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t✱ ❞❛♥s ❬✻✶❪✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❜❛sé s✉r
||AMukM − fM||H−1 ≤ h2 ||fM||H−1
♦ù H−1 ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ H10 ✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r h2✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ r✐sq✉❡ ❞✬êtr❡ s♦✉✈❡♥t ❢❛✉① ❡♥
♣r❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣r♦♣♦s❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❡♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❙♦✐t V = H10 (Ω)✱ Ω ét❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬❊❉P s✬é❝r✐t
✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
Au = f ou u ∈ V ∀ φ ∈ V a(u, φ) = (f, φ)
❛✈❡❝
a(u, φ) =
∫
Ω
1
ρ
∇u · ∇φ ❞x❞y
♦ù ρ ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✳ ❙♦✐t VM ❧✬❡s♣❛❝❡
✉s✉❡❧ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts✲✜♥✐s P1✳ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥ts✲✜♥✐s
s✬é❝r✐t✿
uM ∈ VM ∀ φM ∈ VM a(uM, φM) = (fM, φM).
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ uM ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s (Ni) ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❛✈❡❝ T : Rn → V ✿
uM =
∑
uM,iNi ⇔ uM = TuM.
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ T ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ RN ❞❛♥s VM✳ ❉♦♥❝ uh = T−1uh✳
◆♦t♦♥s T ∗ ❧✬❛❞❥♦✐♥t ❞❡ T ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ L2✿
T ∗ : V ′ → RN [T ∗f ]i = (f,Ni).
P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ T ∗ ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ VM ❞❛♥s Rn✳
▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✿
a(
∑
uM,jNj , Ni) = (fM, Ni) ∀i ⇔
∑
a(Nj , Ni)uM,j = (fM, Ni) ∀i
❞♦♥♥❡✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❛❧❣é❣r✐q✉❡✿
Ahuh = fh, ✇❤❡r❡ [Ah]ij = a(Nj , Ni) ❛♥❞ fh = T
∗fh. ✭✸✳✺✮
▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ s✬é❝r✐t✿
u− uM = A−1(f −AuM).
❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r✿
✲ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r A ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✐♥✈❡rsé ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①❛❝t❡✱
✲ ❧❡ rés✐❞✉ f −AuM ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ❧❡ r❡♥❞❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r
❞❛♥s ❞❡s ❝♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r A−1 ♣❛r s♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✐s❝r❡t✱ ❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t✿
A−1 ≈ TA−1MT ∗.
❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ rés✐❞✉ ♣❧✉s ❧✐ss❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❉❡❢❡❝t ❈♦rr❡❝✲
t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉✳
♦♥ é✈❛❧✉❡ ❝❡ rés✐❞✉ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ✜♥HM/2 ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❝❤❛q✉❡
é❧é♠❡♥t ❞❡ HM ❡♥ q✉❛tr❡ é❧é♠❡♥ts é❣❛✉①✳ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ (NM/2,i) ❧❛
✸✳✺✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ✸✾
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ P♦✐♥ts ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ rés✐❞✉ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥
HM/2✳
❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❡ VM/2 ❞é✜♥✐ s✉r HM/2✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ u(k)M
❛♣♣❛rt✐❡♥t à VM/2 ♠❛✐s ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t ❛ss♦❝✐é✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s
resM/2 = AM/2TM/2u
(k)
M − fM/2 6= 0
♦ù resM/2 ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✿
[resM/2]i = (f,NM/2,i)− a(u(k)M , NM/2,i).
❈❡ rés✐❞✉ ❡st tr❛♥s❢éré s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r RM/2→M
q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿
∀ i s♦♠♠❡t ❞❡ HM,
[Rh/2→h(resM/2)]i = [resM/2]i +
∑
T |i∈T
1
2
([resM/2](Hj) + [resM/2](Hk))
♦ù Hj ✭r❡s♣✳ Hk✮ ❡st ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❢❛✐s❛♥t ❢❛❝❡ ❛✉ s♦♠♠❡t j ✭r❡s♣✳ k✮✳ ❖♥
♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿
T ∗(f −Au(k)M ) ≈ RM/2→M(resM/2).
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✿
u− u(k)M ≈ (TA−1MT ∗)T−∗RM/2→M(resM/2) ≈ TA−1MRM/2→M(resM/2).
✸✳✺✳✷ ❊rr❡✉r ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♥trô❧é❡ ❋▼●
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✭✹✳✼✮ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ kc ❞❡ ❝②❝❧❡s✿
u0M = 0 ; u
kc+1
M = Iterate(u
kc
h ) ; u
∞
h = uh
✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
▲✬❡rr❡✉r ✐tér❛t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡
é❣❛❧ ❛✉ rés✐❞✉ ❧♦❝❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥✿
uM − ukcM = A−1M(fM −AMukcM).
■❧ r❡st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❡rr❡✉r ✐tér❛t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s✲
♥♦✉s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ uM s♦✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♠ê♠❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ukcM ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✳
■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ VM✿
ukcM = Tu
kc
M =
∑
[ukcM]iNi,
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✿
u− ukcM ≈ TA−1MRM/2→h(resM/2). ✭✸✳✻✮
❛✈❡❝ [resM/2]i = (f,NM/2,i)−a(ukcM, NM/2,i)✳ ■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r
❧❡ rés✐❞✉ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✐tér❛t✐❢ AMukcM − fM ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❛rt ❞❡✿
AM(ukcM − uM) = AMukcM − fM − (AMuM − fM) = AMukcM − fM,
❛✐♥s✐
ukcM − uM = A−1M(AMukcM − fM) ⇔ ukcM − uM = TA−1M(AMukcM − fM). ✭✸✳✼✮
❍❡✉r✐st✐q✉❡✿ ❊♥ ❛ss✉♠❛♥t q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♥♦r♠❡ à s♣é❝✐✜❡r ♣❧✉s t❛r❞✱
||u− uM|| ≤ ε, ε ♣❡t✐t ❡t ♣♦s✐t✐❢,
❡t q✉✬❛♣rès kc ✐tér❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
||uM − ukcM|| ≤ 0.1 ||u− ukcM||, ✭✸✳✽✮
❛❧♦rs
||u− ukcM|| ≤
1
0.9
||u− uM||. ✭✸✳✾✮
❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞é❥à été ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✭✸✳✾✮ ❡st✱ ♣♦✉r ♥♦✉s✱ ✉♥
❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❝❡ t❡st ❞✬❛rrêt
❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡✱ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛
♥♦r♠❡ ||u − ukcM|| ❡st s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ||u − uM|| q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♥❡ ♣❛s
✈❛❧♦✐r ③ér♦ ❛❧♦rs q✉❡ ||uM − ukcM|| ♣❡✉t ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ③ér♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡♥ ✐tér❛♥t
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❢♦✐s✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ ✭✸✳✽✮ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡✉① s②s✲
tè♠❡s ❞✐s❝r❡ts ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❝♦ût❡✉① q✉❡
❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ à rés♦✉❞r❡ ❡t ❡st ❞♦♥❝ tr♦♣ ❝♦ût❡✉①✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡
✸✳✺✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ✹✶
rés♦✉❞r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞✐s❝rèt❡ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡✳ ■❝✐✱
♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❝♦ût ❞✉ t❡st ❞✬❛rrêt✱ ♣r❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r
s♦♥ ❡①❛❝t✐t✉❞❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ l1 ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡✿
||fM −AMukcM||l1 =
∑
i
|[fM −AMukcM]i|
❖♥ ❝♦♠♣t❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s ▼● ❢♦♥t ❞é❝r♦îtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♥♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❞✉ rés✐❞✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❡♥t❡✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ r✐❡♥ ♥✬✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ t❡st ❞✬❛rrêt ♣r♦♣♦sé
s❡r❛✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ q✉❡ ❧❡s ▼●✳
❚❡st ❞✬❛rrêt ✶✿ ❊♥ ❛ss✉♠❛♥t q✉✬❛♣rès k ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱
||fM −AMukcM||l1 ≤ ε′||fM −AMu(0)M ||l1 , ε′ ♣❡t✐t ❡t ♣♦s✐t✐❢, ✭✸✳✶✵✮
❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
||fM −AMukcM||l1 ≤ 0.1 ||RM/2→h(resM/2)||l1 , ✭✸✳✶✶✮
❛❧♦rs✱ ♦♥ ❛rrêt❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥✳
❉✬❛♣rès ✭✸✳✹✮✱ ε′ ❡st ❝❤♦✐s✐ ✈❛❧❛♥t 110 ✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✸✳✶✶✮ ♣❡✉t ♥é❝❡ss✐t❡r ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ❈P❯ q✉✬✉♥ ❝②❝❧❡✱ ❧❡ t❡st ✭✸✳✶✵✮
♣ré✈♦✐t q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐tér❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ rés✐❞✉
✐tér❛t✐❢ ❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ✭✸✳✶✵✮ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ✭✸✳✶✶✮ s♦✐t ❡✛❡❝t✉é✳
❙✐ ❧❡ t❡st ✭✸✳✶✶✮ ❡st ♥é❣❛t✐❢✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❛♥t q✉❡
✭✸✳✶✶✮ s♦✐t ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦✐s✱ ❡t❝✳✳✳ ❈❡tt❡ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❡ t❡sts ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r
✉♥ ❝♦ût ❈P❯ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈❡❧❛ ❡st ✐♥s♣✐ré ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ❆r✐♦❧✐ ❡t s❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❬✻✶❪✳ ◆♦tr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ s❡ rés✉♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❚❡st ❞✬❛rrêt ✷✿
✶✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ||fM − AMukcM||l1 ≤ 110 ||fM −
AMu
(0)
M ||l1✳
✷✳ ❙✐ ||fM −AMu(kc)M ||l1 > 0.1 ||RM/2→M(resM/2)||l1✱ ❛❧♦rs u(0)M = u(kc)M r❡t♦✉r à
✶✳
✸✳ ❆rrêt ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳
✸✳✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋▼● ♣r♦♣♦sé❡
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼● q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r✿
✲ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♥♦♥✲str✉❝t✉rés q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♠✲
❜♦îtés✳ ▲❡s tr❛♥s❢❡rts ✐♥t❡r✲❣r✐❧❧❡s ❜❛s✐q✉❡s s♦♥t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
P 1 ✭♣♦✉r ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥✮ ❡t ✉♥❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜❛r②❝❡♥tr✐q✉❡s ✭♣♦✉r ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❞✬✉♥
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r✮✱
✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
✲ ❞✬✉♥ ❱✲❝②❝❧❡ ❡♥ ❞❡♥ts ❞❡ s❝✐❡ ❛✈❡❝ ✶✵ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ❛♠♦rt✐ ❝♦♠♠❡
❧✐ss❡✉r✱
✲ ❞✬✉♥❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝②❝❧❡ ▼● ❝♦♠♠❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡
●▼❘❊❙✳
◗✉❛♥❞ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥ ✏❝②❝❧❡✑✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞✐r❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ ❱✲❝②❝❧❡ ▼● ❛✈❡❝
✉♥ ●▼❘❊❙ ré❛❝t✉❛❧✐sé✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❛ss❡③ é❧❡✈é ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡s✱ ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
●▼❘❊❙✱ ❡st ❧❡ ♣r✐① q✉❡ ♥♦✉s ♣❛②♦♥s ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r♦❜✉st❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 1/ρ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❢♦rt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❚r♦✐s ❝♦♥t❡①t❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❞✉ ❋▼● ❛✈❡❝ ❧❡ t❡st ❞✬❛rrêt✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❝❛❧❝✉❧❡r ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♠❛✐s✱
♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❛s t❡st ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t✳ ❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❡✉ r❛✐❞❡✱ ❥✉st✐✜❛♥t ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ♥♦tr❡ ❝②❝❧❛❣❡ r♦❜✉st❡ ●▼❘❊❙✲▼●✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ 90 ❝②❝❧❡s
●▼❘❊❙✲▼●✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ l1 ❞✉ rés✐❞✉ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ▼● ✭❝♦♠♠❡♥❝é à ❧✬✐tér❛t✐♦♥
✶✮ ❞é❝r♦ît ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ❞❡ 1 à 10−8 ✭❝✬❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
s②♠❜♦❧❡s ×✮✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛rq✉é❡ ♣❛r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s s✉♣❡r♣♦s❛♥t + ❡t × r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡ ❧éq✉❛t✐♦♥ ||fM −AMukcM||l1 ✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ♠♦✐♥s q✉❡ 1✱
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❡t✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ❞é❝r♦ît ❥✉sq✉✬à ❡♥✈✐r♦♥
2.5 10−3✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♠❛rq✉é❡ ♣❛r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s + r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ rés✐❞✉
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ||RM/2→h(resM/2)||l1 ✳ ❊❧❧❡ ❛✉ss✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❢❛ç♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡t✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ❞✐♠✐♥✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s
♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ à ❡♥✈✐r♦♥ 70 ❝②❝❧❡s ●▼❘❊❙✲▼●✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡
❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦rt❡ ♠❛r❣❡ ❞❡
sé❝✉r✐té✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❤♦✐s✐✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♣❡✉t
❛✉ss✐ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ||u− u(kc)M ||l1 q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡
à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ❡t ❞é❝r♦ît ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ é❣❛❧❡ à ||u − uM||l1 ❡t
✈❛❧❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ 5 10−5✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦✉s ❝♦♥✜r♠❡ q✉✬❛✈❡❝ 70 ❝②❝❧❡s✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st
❜✐❡♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❢♦✉r♥✐❡
❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r✳
▲❡s ❝②❝❧❡s s♦♥t ❛rrêtés à 34✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ l1 ❞✉ rés✐❞✉ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ▼● ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ à ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❞é❝r♦ît r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à 5 10−8 ✭❝♦✉r❜❡ ❛✈❡❝
❞❡s s②♠❜♦❧❡s ×✮✳ ▼❛rq✉é❡ ♣❛r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s s✉♣❡r♣♦s❛♥t + ❡t ×✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉
rés✐❞✉ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ 0.1||RM/2→M(resM/2)||l1 ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❞é❝r♦ît ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉
rés✐❞✉ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s
♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ à ❡♥✈✐r♦♥ 22 ❝②❝❧❡s ●▼❘❊❙✲▼●✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉
❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ||u − ukcM||l1 ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ✉♥❡
✸✳✺✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ✹✸
♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 10−4 ❡t ❞é❝r♦ît ❥✉sq✉✬à ❡♥✈✐r♦♥ 5 10−5 ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ✭✶✮
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐ ❜♦♥♥❡ ✭♦r❞r❡ 1✮ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡t
✭✷✮ q✉❡✱ ❡♥❝♦r❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ✐tér❛t✐✈❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ 22 ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❋▼● ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ✭❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s✮✳ ▲❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r q✉❛tr❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐❢s ❡st ♠♦♥tré❡✳ ▲✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝♦♥✈❡r❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✷ ❡t ✹✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ❡st
♥é❣❛t✐❢ ❧♦rs ❞❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ▼● ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳
▲❡s q✉❛tr❡ ♣❤❛s❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✶✻ ❝②❝❧❡s ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♠♦②❡♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ✹ ❝②❝❧❡s ♣❛r ♣❤❛s❡ ❋▼●✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ●▼❘❊❙✲▼● ❡♥ ♥♦r♠❡ l1 ❞✉ rés✐❞✉ ✐tér❛t✐❢
||Ahukh − fh||l1 ✭+×✮✱ ❞✉ rés✐❞✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ||Rh/2→h(resh/2)||l1 ✭+✮✱ ❞✉ rés✐❞✉
✐tér❛t✐❢ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ||MG(Ahukh − fh)||/||fh||✭×✮✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ||u − uh||l1 ❞❡
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ P♦✐ss♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣
✉♥✐❢♦r♠❡ u0h = 1 à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ 0✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ♣♦✉r ❋▼● ❡t ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠✲
♠❡♥t ✐❧ s✬✐♥sèr❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡①✐st❛♥t❡✳ ❯♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st
❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛r ▼● ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s à ❞❡s t❛✉① ✈♦✐s✐♥s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st
✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ●▼❘❊❙✲▼● ❡♥ ♥♦r♠❡ l1 ❞✉ rés✐❞✉ ✐tér❛t✐❢
||Ahukh − fh||l1 ✭+×✮✱ ❞✉ rés✐❞✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ||Rh/2→h(resh/2)||l1 ✭+✮✱ ❞✉ rés✐❞✉
✐tér❛t✐❢ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ||MG(Ahukh − fh)||/||fh||✭×✮✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ||u − uh||l1 ❞❡
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✮✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣é❡
s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❥✉st❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ 0✳
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡t r❡♥❞ ✐❧❧✉s♦✐r❡ t♦✉t❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ✉♥
❛✉tr❡ t②♣❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡♥ ❋▼● s❡♠❜❧❡♥t ✐♥❞✐q✉❡r ✉♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞✉ ❝r✐tèr❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ✈ér✐✜❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ❛✉❝✉♥
✐♥❝✐❞❡♥t ♥❡ ♥♦✉s ❛②❛♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❝❤❛♥❣❡r ❝❡ ❝r✐tèr❡✳
❈♦♠♠❡ ❧✬♦♥t ❞é♠♦♥tré ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋▼● ♥✬❡st
♣❛s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ❜❛sé s✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬✐♠❛❣✐♥❡✱ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛ s❛ ♣❧❛❝❡
❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
✸✳✺✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ✹✺
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ●▼❘❊❙✲▼● ❡♥ ♥♦r♠❡ l1 ❞✉ rés✐❞✉ ✐tér❛t✐❢
||Ahukh − fh||l1 ✭+×✮✱ ❞✉ rés✐❞✉ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ||Rh/2→h(resh/2)||l1 ✭+✮✱ ❞✉ rés✐❞✉
✐tér❛t✐❢ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é ||MG(Ahukh − fh)||/||fh||✭×✮✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ||u − uh||l1 ❞❡
❧✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✮✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧é❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣é❡ s✉r ❧❛
❣r✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡ ✭❣r✐❧❧❡ ✶✮ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✹ ♣❤❛s❡s ❋▼●✱ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✷ à ❧❛
❣r✐❧❧❡ ✺✳

❈❤❛♣t❡r ✹
❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
✹✳✶ ❆✈❛♥t✲♣r♦♣♦s
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❋▼● ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t
s✉r ✉♥ ❤❡ss✐❡♥ ❛✉ s❡♥s s✉✐✈❛♥t✿ ❧✬❡rr❡✉r ♠✐♥✐♠✐sé❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦r♠❡ L2 ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✐s❡ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ s♦❧✉t✐♦♥✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡
❆ ♠❡s❤✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ❢✉❧❧ ♠✉❧t✐❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ❢♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❋❧✉✐❞s✱✼✾✲✶✱ ✸✵ ✺✸✱ ✷✵✶✺
q✉❡ ♥♦✉s ✐♥❝❧✉♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✱ ♠ét❤♦❞❡
❞é❥à ❞✐s❝✉té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ✐♥✈✐té à ♣❛ss❡r ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ✭q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✮✳
✹✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▼✉❧t✐✲❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞s ✭▼●✮ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❢❛st ❛♥❞ r♦❜✉st s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡②
❛♣♣❧② t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳
▼● ✉s❡s ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s t❤❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❡t
♦❢ ❝♦❛rs❡r✲❣r✐❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱ r❛♥❣✐♥❣ t②♣✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❛ ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❥✉st t✇✐❝❡ ❝♦❛rs❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❣r✐❞ t♦ ❛ ❝♦❛rs❡st ❧❡✈❡❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ❞♦③❡♥s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤✱ ✇❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢✮ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss
♦❢ ❝♦♥st❛♥t s❧♦♣❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤✐s s❧♦♣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♠❡s❤ s✐③❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ N ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② const. N Log(N)✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♥❡❛r❧② ♦♣t✐♠❛❧✳ ▲❛st❧②✱
▼● ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡st❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐✲❣r✐❞ ✭❋▼●✮
❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❋▼● ✐♥✈♦❧✈❡s n ♣❤❛s❡s✱ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ 1✲st ❝♦❛rs❡st ♠❡s❤ t♦ t❤❡ n✲t❤
✜♥❡st ♠❡s❤✳ ❚❤❡ j✲t❤ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❋▼● s♦❧✈❡s t❤❡ ❛♣♣♣r♦①✐♠❛t❡ P❉❊ ♦♥ t❤❡ j✲t❤
♠❡s❤✳ ❚❤✐s j✲t❤ ♣❤❛s❡ st❛rts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ j − 1✲t❤ ♠❡s❤
✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r kj ♦❢ ▼● ❝②❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ j ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤❡s✱
❢r♦♠ 1✲st t♦ j✲t❤✳ ■♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r kj ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡
s❛♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ❋▼● ❤❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ const. N ✱ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡♦r② ❛♥❞
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ s❡❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜♦♦❦ ❬✼✻❪✳
❇✉t t❤✐s r♦s② ♣✐❝t✉r❡ ♥❡❡❞s s♦♠❡ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥s✳
❋✐rst✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ▼● ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✐♥❣✉❧❛r ♦r st✐✛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦r ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✳
■t ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❧❡ss ❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ♠♦r❡
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ▼● ❬✶✾❪❬✼✺❪ ♦r ❜②
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❬✻✻❪✱ ❬✻✸❪✱ ❬✸✾❪ ❛♥❞✴♦r ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥t❡r✲❣r✐❞ tr❛♥s❢❡rs✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t❧②✲❝♦❛rs❡r ❣r✐❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦r ♠❛② ❡✈❡♥ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❞❡❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ✇❛②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
t❤❡ ❜❡st s❡t ♦❢ ❣r✐❞s t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r ▼● ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❜❡st s❡t ♦❢
❣r✐❞s t♦ ❛♣♣❧② ❢♦r t❤❡ ❋▼● ♣r♦❝❡ss✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♠❛♥②
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ ♦✉r ♠❡s❤❡s
❜✉t t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r ❛ ❧♦t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t ❋▼● ❞♦❡s
♥♦t ✇♦r❦✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ✉s✉❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✜♥❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❡❡ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✹❪✳ ▲❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❋▼● ❢❛✐❧✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
✐♥ ❋▼● t❤❡♦r② ❛r❡ ✭✶✮ ❛ ▼● ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ ❧❡✈❡❧ ✜♥❡♥❡ss
❛♥❞ ✭✷✮ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ♦❢ ❋▼●✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❛rs❡ ♦♥❡s✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ▼●
❝②❝❧✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❣♦♦❞✱ ❋▼● ❢❛✐❧✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ st✐❧❧ t♦♦ ❝♦❛rs❡ ♦r ❜❡❝❛✉s❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s s♠❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s ♦r s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s✐❝
❋▼● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ♣❡r ♣❤❛s❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❡♥❞ ♦❢ ❋▼● ♠❛② ❜❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡✳ ❆❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s t♦
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐❢ ♥♦t ❞♦♥❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦st ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❋▼● ✇♦✉❧❞ ❧❡t ❡①♣❡❝t ❛♥❞ ♠❛②
r❡s✉❧t ✐♥ ❧♦♦s✐♥❣ t❤❡ const.N ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❙t♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ❤❛✈❡
❜❡❡♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♠❛♥② ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✇♦r❦s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
❛ t②♣✐❝❛❧ ✇♦r❦ ✐s ❬✻✶❪✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t♦ st♦♣
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✐t❡r❛t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❬✼✻❪✱❬✻✶❪✳ ❇✉t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦st❧②✳ ■♥ ❬✻✶❪✱ ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ O(h2) ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ r❡s✐❞✉❛❧ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r st♦♣♣✐♥❣ ▼● ❝②❝❧❡s✳
▼● ❛♥❞ ❋▼● ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥② ✇♦r❦s✳ ▲❡t
✉s ❝✐t❡ ❛ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦ ♦❢ ❘✳ ❇❛♥❦✱ ❬✶✶❪✱ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♦♥❡s✱ s✉❝❤ ❛s
❬✼✸❪✱❬✶✼❪✱❬✻✼❪✱❬✻✹❪✳ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t
❜② ❧♦❝❛❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠❡s❤❡s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♥♦♥✲
❡♠❜❡❞❞❡❞ ▼● ❛♥❞ ❋▼● ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❞✉r✐♥❣ ②❡❛rs ❜② t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥
✹✳✸✳ ▼❡s❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ✹✾
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❛❞❞r❡ss t♦❞❛②✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝❡♥t
♣r♦❣r❡ss ♦❢ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✹✷❪✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ♣r♦❣r❡ss✱ ♥♦✈❡❧
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str♦♥❣❧② ♠❡s❤✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❇② str♦♥❣❧②
♠❡s❤✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❝♦✉✲
♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✈❡r t❤❛♥❦s t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤
❛❞❛♣t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ❝❛rr②✐♥❣ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❋✐rst✱ ♥♦t ♦♥❧②
♠❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛♥ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧
♠❡t❤♦❞s ❜✉t✱ ❛❧s♦✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ s✐♠♣❧② ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦♥✐❝ ❜♦♦♠ ❢r♦♠ ❛✐r❝r❛❢t t♦ ❣r♦✉♥❞
❬✻✵❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛t ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❢♦r
s✐♥❣✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❬✺✸❪✳ ❋♦r ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠s ❜✉t r❛t❤❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❜✲
❧❡♠s✱ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥❧② ✇✐t❤ ✈❡r②
✜♥❡ ♠❡s❤❡s✳ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❋▼● ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✷❉
P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥
♠❡tr✐❝s ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t
♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❝♦♠❜✐♥❡s ▼● ❛♥❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥
✹ ♣r❡s❡♥ts ❋▼● ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✐t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❞❡✜♥❡s t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❋▼● ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
✹✳✸ ▼❡s❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣
✹✳✸✳✶ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ♠♦❞❡❧
❲❡ r❡❝❛❧❧ s❤♦rt❧② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ❚❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ M ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝ ✜❡❧❞ ❬✶✻❪ M =
(M(x))x∈Ω✳ ❋♦r ❛❧❧ x ♦❢ Ω✱ M(x) ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ 2× 2 ♠❛tr✐①✳ ■ts ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥
✇r✐t❡s✿
M(x) = d(x) tR(x)
(
r−11 (x)
r−12 (x)
)
R(x), ✭✹✳✶✮
❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s C ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
C(M) =
∫
Ω
d(x) dx =
∫
Ω
√
det(M(x)) dx.
❆ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤ H ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ❛ ✉♥✐t ♠❡s❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ M ✐❢✱ t♦
s✐♠♣❧✐❢②✱ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ e = ab ✈❡r✐✜❡s
∫ 1
0
√
tab M(a+ tab) ab dt ∈
[
1√
2
,
√
2
]
✳
●✐✈❡♥ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ u✱ t♦ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ♠❡s❤ H ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦M ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
❛ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r |u−ΠHu|✳ ■♥ ❬✺✹✱ ✺✺❪✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❡rr♦r ✐s ✇❡❧❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r r❡❧❛t❡❞ t♦
M ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ Hu ♦❢ u ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
|u− πMu|(x) = 1
10
tr❛❝❡(M− 12 (x) |Hu(x)|M−
1
2 (x)) ✭✹✳✷✮
✇❤❡r❡ |Hu| ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ Hu ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s C ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r N ✳ ❆❢t❡r s♦❧✈✲
✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝
(MLpopt(x))x∈Ω ❛s✿
MLpopt = DLp (det |Hu|)
−1
2p+2 |Hu| ✇✐t❤ DLp = N
(∫
Ω
(det |Hu|)
p
2p+2
)−1
, ✭✹✳✸✮
✇❤❡r❡ DLp ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ s❡t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ✇✐t❤
❝♦♠♣❧❡①✐t② N ❛♥❞ (det |Hu|)
−1
2p+2 ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ Lp ♥♦r♠✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ p = 2✳
✹✳✸✳✷ ❋✐①❡❞✲♣♦✐♥t ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❡①t❡♥❞s ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ uh
t♦ t❤❡ P❉❊✱ ❛ ❍❡ss✐❛♥ H(uh) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡s❤ Mpde
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
Mpde =Mopt(H(uh(Mpde)))
✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛♥② ♠❡tr✐❝ M✱ uh(M) ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐t
♠❡s❤ ❢♦r M✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡s❤ Mpde ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦♦♣✿
❋✐①❡❞ ♣♦✐♥t ❢♦r ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ P❉❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿
✶✲ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ P❉❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ uh ♦♥ ❝✉rr❡♥t ♠❡s❤ M✱
✷✲ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ H(uh)✱
✸✲ ❛❞❛♣t ✇✐t❤ N ♥♦❞❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❍❡ss✐❛♥✱ ♦❜t❛✐♥ M =Mopt(H(uh))✱
✹✲ ❣♦ t♦ ✶✳
❋♦r r❡♠❡s❤✐♥❣ ♣❤❛s❡s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t❧② ▼❡s❤●❡♠s✲❆❞❛♣t ♦❢ ❉✐st❡♥❡ ❛♥❞
✐♥✲❤♦✉s❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❨❛♠s ✭❬✹✵✱ ✹✶❪✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ♥♦✐s② ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢
r❡♠❡s❤✐♥❣✱ ❛ str✐❝t❧②✲✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜✉t✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❧❡ss✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦
❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❦♥♦✇♥ t❛r❣❡t ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❣✐✈❡♥ ❜② ✐♥t❡❣r❛❧
✭✹✳✷✮✳ ■♥ ❬✹❪✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ st♦♣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞s uh ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉❛♥t✐t② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❝❧❡✈❡r❧②
s✐♥❝❡ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦ ❛ r❛t❤❡r s❡❝✉r❡ ♦♥❡✳
✹✳✹✳ ❚❤❡ ▼● ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ✺✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ▼❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣
✹✳✹ ❚❤❡ ▼● ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t
❆ ▼● s♦❧✈❡r ✉s❡s s❡✈❡r❛❧ ❣r✐❞s✴♠❡s❤❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡r ❣r✐❞ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❊❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝②❝❧❡✳ ❆
t②♣✐❝❛❧ ✸✲❣r✐❞ ❝②❝❧❡ ✇r✐t❡s✿
▲✐♥❡❛r ✸✲❣r✐❞ s❛✇✲t♦♦t❤ ❱✲❝②❝❧❡✿
✲ ✶✳✲✐t❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✜♥❡r ❣r✐❞✱ ❝♦rr❡❝t ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❝♦♠♣✉t❡ r❡s✐❞✉❛❧✱
✲ ✷✳✲❞❡✜♥❡ ♦♥ ♠❡❞✐✉♠ ❣r✐❞ ❛ ❘❍❙ ❛s ✜♥❡ ❣r✐❞ r❡s✐❞✉❛❧ tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ ♠❡❞✐✉♠✱
✲ ✸✳✲✐t❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❣r✐❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❘❍❙✱ ❣❡t ♠❡❞✐✉♠ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t❡
r❡s✐❞✉❛❧✱
✲ ✹✳✲❞❡✜♥❡ ♦♥ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞ ❛ ❘❍❙ ❛s ♠❡❞✐✉♠ ❣r✐❞ r❡s✐❞✉❛❧ tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ ❝♦❛rs❡✱
✲ ✺✳✲✐t❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❘❍❙✱ ❣❡t ❝♦❛rs❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱
✲ ✻✳✲✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✜♥❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❢ st❡♣ ✶ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s✱
tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ ✜♥❡ ❣r✐❞✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ tr❛♥s❢❡rs ❢r♦♠ ❝♦❛rs❡ t♦
✜♥❡ ❛r❡ P1 ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✐♥ tr✐❛♥❣❧❡s✳ ❘❡s✐❞✉❛❧ tr❛♥s❢❡rs✱ ❢r♦♠ ✜♥❡ t♦ ❝♦❛rs❡✱ ❛r❡
❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❝♦❛rs❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ✇❡✐❣❤t✐♥❣✳ ❆ s❛✇✲t♦♦t❤ ❱✲❝②❝❧❡ ✇✐t❤
10 ❏❛❝♦❜✐ s✇❡❡♣s ❛s ♣r❡✲s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♣♦st✲s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳
❆s ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ❛s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
♦♥❡✱ t❤❡ ▼● r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ▼● ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳
❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦♦♣ ♦❢ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✜✈❡ t✐♠❡s ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
t❤❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❧♦♦♣✳
✹✳✹✳✶ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r✐❞s
■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♥❡st❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞s ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ❛s
s♦♦♥ ❛s ❛ ♠❡tr✐❝ M ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡s❤✱ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤❡s ❝❛♥
✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ▼❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ✇✐t❤ ▼✉❧t✐❣r✐❞
❜❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❝♦❛rs❡r ♠❡tr✐❝s✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠✿
M(x, y) = tR(x, y)
(
1
∆ξ2(x,y)
0
0 1
∆η2(x,y)
)
R(x, y)
✐♥ ✇❤✐❝❤ ∆ξ(x, y) = ✐s ♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ∆η(x, y) = ✐s
t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ R(x, y) = ✐s t❤❡ ♠❛tr✐①
♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ M✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦❛rs❡r ♠❡tr✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞
❡♠❜❡❞❞✐♥❣✿
Mcoarser1(x, y) = tR(x, y)
(
1
4∆ξ2(x,y)
0
0 1
4∆η2(x,y)
)
R(x, y)
❛♥❞ ❡✈❡♥ ❝♦❛rs❡r✿
Mcoarser2(x, y) = tR(x, y)
(
1
16∆ξ2(x,y)
0
0 1
16∆η2(x,y)
)
R(x, y)
❡t❝✳
❘❡♠❛r❦✿ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❛t✐s✜❡s ∆ξ ≤ ∆η✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦❛rs❡♥ ✐♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❛②
t♦ ❬✸✾❪✿
Mcoarser1(x, y) = tR(x, y)
(
1
4∆ξ2(x,y)
0
0 1
Max(∆η2(x,y),4∆ξ2(x,y))
)
R(x, y).
❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❜✉t ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ✇❤✐❝❤
✇❡ ♣r❡s❡♥t✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❡s❤❡s ✇❡r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② str❡t❝❤❡❞✳
✳
✹✳✺✳ ❚❤❡ ❋▼● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✺✸
✹✳✹✳✷ ●❧♦❜❛❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
■♥ t❤❡ ♠❡s❤✲❛❞❛♣t❡❞ ▼●✱ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s
Nk ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ▼● ❝②❝❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣✳ ❋♦r t❤❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♣♣❧② 4 ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳
✹✳✺ ❚❤❡ ❋▼● ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ▼● ♣❤❛s❡s ✇✐t❤ tr❛♥s❢❡r ♦❢
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✳ ❆t ♣❤❛s❡ kφ✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞
t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ Nkφ ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠❡s❤ s✐③❡ t✇♦ t✐♠❡s
s♠❛❧❧❡r ✐♥ ♥❡①t ❋▼● ♣❤❛s❡✿
Nkφ+1 = 4 Nkφ . ✭✹✳✹✮
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s✉♠❛❜❧② 4 t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ■❢✱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r 4✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ Nkφ+1 = 2 Nkφ ✱ t❤❡ ❡rr♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡ 2 t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡
♥❡❝❡ss❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ 2 t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ❇✉t t✇♦ ♣❤❛s❡s ✇♦✉❧❞
❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✜♥❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❣❧♦❜❛❧ ❈P❯ ❡✛♦rt✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Nkφ+1/Nkφ ✳
✹✳✺✳✶ ●❧♦❜❛❧ ❋▼● ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❋▼● ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼● ❧♦♦♣ ✇✐t❤ ❛ ♥❡st❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆
✜rst ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✜rst ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤✱
✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛ ❝♦❛rs❡r ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❛t❤❡r ❢❛st✳ ❆ ✜♥❡r ♠❡s❤ ✐s ❜✉✐❧t✱
❣❡♥❡r❛❧❧② ❜② ✉♥✐❢♦r♠❧② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞
t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡s❤✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❜② ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r
♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ ❢❛st❧② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ t✇♦✲❣r✐❞
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡s❤✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s
r❡✐t❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✸✲❣r✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ♥❡①t ♠❡s❤✱ ❡t❝✳✳✳
❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞✿
✲ ❙♦❧✈❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡st ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ✶✲❣r✐❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
✲ ■♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② ✜♥❡r s❡❝♦♥❞ ♠❡s❤✱
✲ ❙♦❧✈❡ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ✷✲❣r✐❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
✲ ■♥t❡r♣♦❧❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ✜♥❡r t❤✐r❞ ♠❡s❤✱
✲ ❙♦❧✈❡ ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ✸✲❣r✐❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
✲ ❡t❝✳✳✳
❲❡ ❝❛❧❧ ❋▼● kφ✲t❤ ♣❤❛s❡ t❤❡ kφ✲t❤ ♥❡st❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ✉s✐♥❣ kφ✲❣r✐❞
❝②❝❧✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❤❛s❡✱ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❛t ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ kφ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r kc ♦❢ kφ✲❣r✐❞ ❝②❝❧❡s✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▼● ✐♥ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ q✉❛s✐✲✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❣r✐❞ s✐③❡✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❛✐♥ ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ st♦♣♣✐♥❣
✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✿
❙t♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✿ ■t❡r❛t✐♦♥ ❡rr♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡rr♦r✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊❛❝❤ ♣❤❛s❡ kφ ♦❢ t❤❡ ❋✉❧❧ ▼✉❧t✐✲●r✐❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ kφ✲❣r✐❞
❝②❝❧❡s
■♥ t❤❡ ❋▼● t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹✾❪ ❛♥❞ ❢♦r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t K s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ♣❤❛s❡
kφ✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ukφ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❤❛s❡ s❛t✐s✜❡s✿
||u− ukφ || ≤ Kh2kφ . ✭✹✳✺✮
❚❤❡ ❡rr♦r ❢♦r ukφ ✐s ❢♦✉r t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r ukφ−1✱ ✇❤✐❝❤ ♥❛✐✈❡❧② s✉❣❣❡sts ❛
r❡s✐❞✉❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② 4 ❛t ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✳ ❆ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❬✹✾❪ s❤♦✇s t❤❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✭✹✳✺✮ ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ❋▼● ❝②❝❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
♠♦r❡ t❤❛♥ 2rκ✱ ✇❤❡r❡ r = (Nkφ+1/Nkφ)
1/d ✐s t❤❡ ✭✜①❡❞✮ ♠❡s❤ s✐③❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣❤❛s❡s✱ ❤❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s r = 2 ✭d ✐s t❤❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮✱ ❛♥❞ κ = 2 ✐s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s 2rκ = 8✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ h = hkφ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ❛t
♣❤❛s❡ kφ ❛♥❞ u
kc
h t❤❡ ✐t❡r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤✐s ♣❤❛s❡ ❛❢t❡r kc ❝②❝❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳
❆ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛ ❢❛❝t♦r 10✿
||Ahukch − fh|| ≤
1
10
||Ahu0h − fh||. ✭✹✳✻✮
❚❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r② ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✹✳✺✮✳ ❆♥ ❡✈✐❞❡♥t ✜rst
r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t ✭✹✳✺✮ ✐s ❛ ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦♥❧②
❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✜♥❡ ♠❡s❤✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❣r✐❞s✴❧❡✈❡❧s ℓ ✇✐t❤ ℓ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢♦r ℓ ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡st✐♠❛t❡
✹✳✺✳ ❚❤❡ ❋▼● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✺✺
✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t tr✉❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ ✭✹✳✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡
❧❛st ✜♥❡ ❣r✐❞s✳ ■♥ t❤❛t ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐❧❡♠♠❛ ♦❢ ❋▼● ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
■❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❡st ✭✹✳✻✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✜①❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ❛t ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✱
t❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❜❡✐♥❣ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t✱ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✜♥❡r ♠❡s❤✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ t♦♦ s❡✈❡r❡ ✇❛② t♦ st♦♣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤
♣❤❛s❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❝♦st ✐♥ ❛ r❛t❤❡r
✉♥♣r❡❞✐❝t✐❜❧❡ ✇❛② ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❧♦st t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ const.N ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❋▼●✳
❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ ✐ss✉❡✿ ✐❢ ❛ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱
t❤❡ ▼● ❝②❝❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡s❤ ✉♣❞❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ ❜② ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❥✉st s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤ ♦❢ s❛♠❡ ✜♥❡♥❡ss✳ ❚❤✐s ❝❛♥❞✐❞❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞
❛ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✐t ❛♥❞
st♦♣ ❡❛r❧② t❤❡ ▼● ❝②❝❧✐♥❣✳
◆❡①t t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ❋▼● ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝②❝❧✐♥❣ st♦♣♣✐♥❣
t❡st ❢♦r ❋▼●✱ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❋▼●✳
✹✳✺✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡
▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡Mh t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡s❤ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ tr② t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
s②st❡♠ Ahuh = fh✳ ▲❡t ukh(x) =
∑
ukh,iNi(x) ❜❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t
✐t❡r❛t✐♦♥ k ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r ✭Ni ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥♦❞❡ i✮✳ ❋♦r ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❆r✐♦❧✐ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs
♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ ❬✻✶❪✱ ❛ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥✿
||Ahukh − fh||H−1 ≤ h2 ||fh||H−1
✇❤❡r❡ H−1 ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡ H10 ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ h
2 ❢❛❝t♦r ❛ss✉♠❡s
t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡s❤✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ s❝❤❡♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❛ ♣r✐♦r✐ ❛ss✉♠❡ ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿ ❧❡t V = H10 (Ω)✱ Ω ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❉❊ s②st❡♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ s❤♦rt✿
Au = f or u ∈ V ∀ φ ∈ V a(u, φ) = (f, φ)
✇✐t❤
a(u, φ) =
∫
Ω
1
ρ
∇u · ∇φ ❞x❞y
✐♥ ✇❤✐❝❤ ρ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ▲❡t Vh
❜❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ P1✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t
❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥✿
uh ∈ Vh ∀ φh ∈ Vh a(uh, φh) = (fh, φh)
✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ uh ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s (Ni) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇✐t❤
T : Rn → V ✿
uh =
∑
uh,iNi ⇔ uh = Tuh.
◆♦t❡ t❤❛t T ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠ Rn t♦ Vh✱ uh = T−1uh✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ T ∗ t❤❡
❛❞❥♦✐♥t ♦❢ T ❢♦r t❤❡ L2 s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✿
T ∗ : V ′ → Rn [T ∗f ]i = (f,Ni).
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ♦❢ t❤✐s ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ T ∗ ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❢r♦♠
Vh t♦ Rn✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✿
a(
∑
uh,jNj , Ni) = (fh, Ni) ∀i ⇔
∑
a(Nj , Ni)uh,j = (fh, Ni) ∀i
tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♥❡✿
Ahuh = fh, ✇❤❡r❡ [Ah]ij = a(Nj , Ni) ❛♥❞ fh = T
∗fh. ✭✹✳✼✮
❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ✇r✐t❡s✿
u− uh = A−1(f −Auh).
❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠✿
✲ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①❛❝t❧② ✐♥✈❡rt❡❞✱
✲ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ f − Auh ✐♥✈♦❧✈❡s ❉✐r❛❝ ❧❛②❡rs✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉s❡ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝♦❞❡s✳
■t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ A−1 ❜② ✐ts ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❛❧♦❣✱ ✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡s✿
A−1 ≈ TA−1h T ∗.
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ s♠♦♦t❤❡r r❡s✐❞✉❛❧✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐t ♦♥ ❛ ✜♥❡r ♠❡s❤ Mh/2 ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Mh ✐♥t♦ ❢♦✉r ❡q✉❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡
(Nh/2 ,i) t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ♦❢ Vh/2 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Mh/2✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ukh ❜❡❧♦♥❣s t♦ Vh/2 ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮ s❛t✐s❢② t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠
s❡t ♦♥ Mh/2✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s
resh/2 = −Ah/2Th/2ukh + fh/2 6= 0
✇❤❡r❡ resh/2 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✿
[resh/2]i = (fh/2, Nh/2,i)− a(ukh, Nh/2,i).
❚❤✐s r❡s✐❞✉❛❧ ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡s❤ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Rh/2→h ✇❤✐❝❤
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∀ i ✈❡rt❡① ♦❢Mh, [Rh/2→h(resh/2)]i = [resh/2]i+
∑
T |i∈T
1
2
([resh/2](Hj)+[resh/2](Hk))
✇❤❡r❡ Hj ✭r❡s♣✳ Hk✮ ✐s t❤❡ ♠✐❞✲s✐③❡ ❢❛❝✐♥❣ ✈❡rt❡① j ✭r❡s♣✳ k✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♣♣❧②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿
T ∗(f −Aukh) ≈ Rh/2→h(resh/2).
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡✿
u− ukh ≈ (TA−1h T ∗)T−∗Rh/2→h(resh/2) ≈ TA−1h Rh/2→h(resh/2).
✹✳✺✳ ❚❤❡ ❋▼● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✺✼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s ❢♦r r❡s✐❞✉❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✜♥❡r ♠❡s❤ Mh/2✳
✹✳✺✳✸ ■t❡r❛t✐✈❡✲❊rr♦r✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❋▼●
◆♦✇✱ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ✭✹✳✼✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r kc ♦❢ ❝②❝❧❡s✿
u0h = 0 ; u
kc+1
h = Iterate(u
kc
h ) ; u
∞
h = uh
❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧✿
uh − ukch = A−1h (fh −Ahukch ).
■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❘❡✲
♠❡♠❜❡r ✜rst t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛❜♦✈❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ t❤❛t uh ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡
❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t ukch ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ Vh✿
ukch = Tu
kc
h =
∑
[ukch ]iNi,
❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡✿
u− ukch ≈ TA−1h Rh/2→h(resh/2). ✭✹✳✽✮
✇✐t❤ [resh/2]i = (f,Nh/2,i)−a(ukch , Nh/2,i)✳ ■t ✐s ♥♦✇ ✉s❡❢✉❧ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
✐t❡r❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ Ahu
kc
h − fh ✐♥ s✐♠✐❧❛r t❡r♠s✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠✿
Ah(u
kc
h − uh) = Ahukch − fh − (Ahuh − fh) = Ahukch − fh,
t❤✉s
ukch − uh = A−1h (Ahukch − fh) ⇔ ukch − uh = TA−1h (Ahukch − fh). ✭✹✳✾✮
❍❡✉r✐st✐❝s✿ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ ♥♦r♠ t♦ s♣❡❝✐❢② ❧❛t❡r✱
||u− uh|| ≤ ε, ε s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡,
✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❛♥❞ t❤❛t ❛❢t❡r kc s♦❧✈❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡
||uh − ukch || ≤ 0.1 ||u− ukch ||, ✭✹✳✶✵✮
t❤❡♥
||u− ukch || ≤
1
0.9
||u− uh||. ✭✹✳✶✶✮
❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❧❛st st❛t❡♠❡♥t ✭✹✳✶✶✮ ✐s✱ ❢♦r ✉s✱ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✐t❡r✲
❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ✐s
r❡❛❧✐③❛❜❧❡ s✐♥❝❡✱ ❛s ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♥♦r♠ ||u − ukch || ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ||u − uh||✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♥♦t ③❡r♦ ✇❤✐❧❡ ||uh − ukch || ❝❛♥ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ t♦
♠❛❝❤✐♥❡ ③❡r♦ ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣ ♦✈❡r k✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ♦❢ ✭✹✳✶✵✮
✐♥✈♦❧✈❡s s♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠❛tr✐① A✱ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡
♦r ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❛s ❝♦st❧② ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠ t♦ s♦❧✈❡ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦♦
❝♦st❧②✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡rr♦r s②st❡♠ ✇✐t❤
❛ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ t❡st✱ ✇✐t❤ s♦♠❡
r✐s❦ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ l1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡✿
||fh −Ahukch ||l1 =
∑
i
|[fh −Ahukch ]i|
❲❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ▼●✲❝②❝❧❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠s ♦❢ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ s❧♦♣❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ✇❤❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ✐t❡r❛t✐♦♥
t❤❛♥ ▼●✳
❙t♦♣♣✐♥❣ t❡st ✶✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❛❢t❡r k s♦❧✈❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s✱
||fh −Ahukch ||l1 ≤ ε′||fh −Ahu0h||l1 , ε′ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡, ✭✹✳✶✷✮
❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
||fh −Ahukch ||l1 ≤ 0.1 ||Rh/2→h(resh/2)||l1 , ✭✹✳✶✸✮
t❤❡♥ st♦♣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✻✮✱ ε′ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ 110 ✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❘❍❙ ♦❢ ✭✹✳✶✸✮ ♠❛② ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ❈P❯ t❤❛♥ ❛ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ t❡st ✭✹✳✶✷✮ ♠❡❛♥s t❤❛t
s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ t♦ s❛t✐s❢②
✭✹✳✶✷✮ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ✭✹✳✶✸✮ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■❢ t❡st ✭✹✳✶✸✮ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ s❡✈❡r❛❧
✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛ s❡❝♦♥❞ t❡st ♦❢ ✭✹✳✶✸✮ ✐s ❛❣❛✐♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ❡t❝✳
❚❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ❈P❯ ❝♦st✳ ■t ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❆r✐♦❧✐ ❛♥❞ ❝♦✲✇♦r❦❡rs ❬✻✶❪✳ ❖✉r ✜♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❙t♦♣♣✐♥❣ t❡st ✷✿
✶✳ ■t❡r❛t❡ ❝②❝❧✐♥❣ ✉♥t✐❧ ||fh −Ahukch ||l1 ≤ 110 ||fh −Ahu0h||l1✳
✷✳ ■❢ ||fh −Ahukch ||l1 > 0.1 ||Rh/2→h(resh/2)||l1✱ t❤❡♥ u0h = ukch ❣♦ t♦ ✶✳
✸✳ ❙t♦♣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳
✹✳✺✳ ❚❤❡ ❋▼● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✺✾
✹✳✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋▼●
❚❤❡ ▼● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠✿
✲ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
✐♥t❡r✲❣r✐❞ tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② t❤❡ P 1 ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❛ tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❛ ♠❡s❤
t♦ ❛ ✜♥❡r ♠❡s❤✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❢♦r ❛
tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ ❛ ♠❡s❤ t♦ ❛ ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤✮✱
✲ ❛ s❛✇✲t♦♦t❤ ❱✲❝②❝❧❡ ✇✐t❤ ✶✵ ❞❛♠♣❡❞✲❏❛❝♦❜✐ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛s ❛ s♠♦♦t❤❡r✱
✲ ❛♥ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ▼● ❝②❝❧❡ ❛s ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♦❢ ❛ ●▼❘❊❙ ❧♦♦♣✳ ❲❤❡♥
✇❡ s❤❛❧❧ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ✏❛ ❝②❝❧❡✑✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♠❡❛♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼● ❱✲❝②❝❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ●▼❘❊❙ ✉♣❞❛t✐♥❣✳
❚❤❡ r❛t❤❡r ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇❡❡♣s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✱ ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡
✇❡ ♣❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ r♦❜✉st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 1/ρ
♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤✲❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳
❚❤r❡❡ ❝♦♥t❡①ts ❛r❡ ♥♦✇ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❢♦r s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ✇♦r❦s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❋▼● ✇✐t❤ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❜✉t✱ t♦ ✜① t❤❡ ✐❞❡❛s✱ ✐t
✐s t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r t❡st ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✳ ❲❡
❛♣♣❧② 90 ●▼❘❊❙✲▼● ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✭❜② ▼●✮ r❡s✐❞✉❛❧ l1 ♥♦r♠ ✭st❛rt❡❞
❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✶✮ ✐♥❞❡❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥❡❧② ❛♥❞ ❢❛st❧② ❢r♦♠ 1 t♦ 10−8 ✭♠✉❧t✐♣❧②✲
s❤❛♣❡❞ ♠❛r❦❡❞ ❝✉r✈❡✮✳ ▼❛r❦❡❞ ❜② ♣❧✉s✲❝♦✈❡r❡❞✲❜②✲♠✉❧t✐♣❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧
♥♦r♠ ||fh −Ahukch ||l1 st❛rts ❢r♦♠ ❧❡ss t❤❛♥ 1✱ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞✱ t❤❡♥✱
❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❛❜♦✉t 2.5 10−3✳ ▼❛r❦❡❞ ❜② ♣❧✉s✲s②♠❜♦❧s✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧
♥♦r♠ ||Rh/2→h(resh/2)||l1 ❛❧s♦ ✜rst ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛♥❞✱ t❤❡♥✱ ❣♦❡s ❞♦✇♥
t♦ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ ❝✉r✈❡s ✐♥t❡rs❡❝t ❛t ❛❜♦✉t 70 ●▼❘❊❙✲
▼● ❝②❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t♦♦ ♠❛♥② ❝②❝❧❡s✱ ✐✳❡✳ r❛t❤❡r ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
♥♦r♠ ||u−ukch ||L1 ✇❤✐❝❤ st❛rts ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ❝❧♦s❡ t♦ 1 ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣
❧❡✈❡❧ ||u − uh||L1 ♦❢ ❛❜♦✉t 5 10−5✳ ❲❡ ❣❡t ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ✇✐t❤ 70 ❝②❝❧❡s✱ t❤✐s
❧❡✈❡❧ ✐s t✐❣❤t❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦❛rs❡r ♠❡s❤✳ ❈②❝❧❡s ❛r❡ st♦♣♣❡❞
❛t 34✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✭❜② ▼●✮ r❡s✐❞✉❛❧ l1 ♥♦r♠ st❛rts ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞
❞❡❝r❡❛s❡s ❢❛st❧② t♦ 5 10−8 ✭♠✉❧t✐♣❧②✲s❤❛♣❡❞ ♠❛r❦❡❞ ❝✉r✈❡✮✳ ▼❛r❦❡❞ ❜② ♣❧✉s✲❝♦✈❡r❡❞✲
❜②✲♠✉❧t✐♣❧②✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ||fh −Ahukch ||l1 st❛rts ❢r♦♠ ❛❜♦✉t 0.5 ❛♥❞✱
♠♦♥♦t♦♥❡❧② ✭t❤✐s t✐♠❡✮✱ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❛❜♦✉t 2 10−3✳ ▼❛r❦❡❞ ❜② ♣❧✉s✲s②♠❜♦❧s✱ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ 0.1||Rh/2→h(resh/2)||l1 st❛rts ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡ t❤❛♥
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❛❧✱ ❣♦✲
✐♥❣ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛❜♦✈❡ ❝✉r✈❡s ✐♥t❡rs❡❝t ❛t ❛❜♦✉t 22
●▼❘❊❙✲▼● ❝②❝❧❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♥♦r♠
||u − ukch ||L1 st❛rts ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜♦✉t 10−4 ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ❛❜♦✉t 5 10−5✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✭✶✮ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t s♦ ❣♦♦❞ ✭✜rst✲♦r❞❡r✮ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ✭✷✮ t❤❛t✱ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ 22 ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥❡✳
✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋▼● s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ❛ s❧✐❣❤t❧② ❡❛s✐❡r ♣r♦❜❧❡♠
✭▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ ❢♦✉r s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❡s❤❡s
✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ❛t s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✳ ❲✐t❤
♠❡s❤ ✷ ❛♥❞ ♠❡s❤ ✹✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ▼● ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✻ ❝②❝❧❡s✱ t❤❛t ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✹ ❝②❝❧❡s ♣❡r ❋▼● ♣❤❛s❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●▼❘❊❙✲▼●✲✐t❡r❛t✐✈❡ l1 r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ||Ahukh−fh||l1
✭+×✮✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ l1 r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ||Rh/2→h(resh/2)||l1 ✭+✮✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞
r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✭×✮✱ t❤❡ ♥♦r♠ ||u − uh||L1 ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t♦ ❡①❛❝t ✭✮✱ ❢♦r ❛ P♦✐ss♦♥
♣r♦❜❧❡♠✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✜❡❧❞ u0h = 1 ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ 0✳
✹✳✻ ❚❤❡ ❋▼● ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝❧② ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❋▼● ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝❧② ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❲❡ ✐♥s❡rt t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧♦♦♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❋▼● ♣❤❛s❡s ❛♥❞
▼● ❝②❝❧❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❣♦✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ❦❡❡♣
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡s❤❡s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ✜♥❡r ♦♥❡ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥t♦
❢♦✉r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ s❛♠❡ ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✱ ✇r✐t❡s✿
❆♥✐s♦tr♦♣✐❝❧② ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✿
st❡♣ ✵✳✲ k = 1✱ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤✱ ✇✐t❤ N1 ♥♦❞❡s✱
st❡♣ ✶✳✲ ❛♣♣❧② ♠❡s❤✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ▼● ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ r❡♠❡s❤✐♥❣ ✇✐t❤
Nk ♥♦❞❡s✱
st❡♣ ✷✳✲ tr❛♥s❢❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ♠❡s❤ ✇✐t❤ Nk+1 ≈ 4Nk ♥♦❞❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡❧❡♠❡♥t
✹✳✻✳ ❚❤❡ ❋▼● ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝❧② ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●▼❘❊❙✲▼●✲✐t❡r❛t✐✈❡ l1 r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ||Ahukh −
fh||l1 ✭+×✮✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ l1 r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ||T−∗Rh/2→h(resh/2)||l1 ||l1 ✭+✮✱ t❤❡
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✭×✮✱ t❤❡ ♥♦r♠ ||u− uh||L1 ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t♦ ❡①❛❝t ✭✮✱
❢♦r ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❛rs❡r✲❣r✐❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥
0✳
❞✐✈✐s✐♦♥✱
st❡♣ ✸✳✲ ✐❢ k = kmax✱ st♦♣✱ ❡❧s❡ ❣♦ t♦ ✶✳
▲❡t ✉s r❡✲✈✐s✐t t❤❡ ✇❛②s t❤❡s❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ st♦♣♣❡❞✳ ❚❤❡ ❦✲✐♥❞❡①❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦♦♣✱
✐✳❡✳ t❤❡ ❋▼● ♣❤❛s❡✱ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ✐t
s❤♦✉❧❞ st♦♣ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r |u− uh| ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛
♥✉♠❜❡r ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✐s ②❡t r❛t❤❡r ❢❛r ❢r♦♠ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ✐s
♥♦t st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧♦♦♣ ✭st❡♣ ✶✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❧♦♦♣✱ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛❢t❡r 4 ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❖♥❧② t❤❡ ✜♥❡r ❣r✐❞ ✐s ❛❞❛♣t❡❞✱ t❤❡ ❝♦❛rs❡r ♦♥❡s
❜❡✐♥❣ ❦❡♣t✳ ❆s ❝♦♥❝❡r♥s ✐♥♥❡r ❧♦♦♣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ▼● ❝②❝❧✐♥❣ ❧♦♦♣✱ ✐t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡
st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣
♦♥ ❛ ♥❡✇ ♠❡s❤✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts✿ ✭✶✮ ❛❢t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞
❢r♦♠ ❛ ✜rst ♠❡s❤ ♦❢ N ♥♦❞❡s t♦ ❛ ✜♥❡r ♠❡s❤ ♦❢ 4N ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❋▼● ♣❤❛s❡s✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ✭✷✮ ❛❢t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✜rst ♠❡s❤ ♦❢ N ♥♦❞❡s t♦ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❡s❤
♦❢ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞✳
✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋▼●✲✐t❡r❛t✐✈❡ l1 r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ||Ahukh−fh||l1 ✭+×✮✱ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ l1 r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ||T−∗Rh/2→h(resh/2)||l1 ||l1 ✭+✮✱ t❤❡ ♥♦r♠ ||u−uh||L1
♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t♦ ❡①❛❝t ✭✮✱ ❢♦r ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❛rs❡st✲❣r✐❞ ✭❣r✐❞
✶✮ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❢♦✉r ❋▼● ♣❤❛s❡s ❢r♦♠ ❣r✐❞ ✷ t♦ ❣r✐❞ ✺✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ▼❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋✉❧❧ ▼✉❧t✐✲●r✐❞
✹✳✼✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✻✸
✹✳✼ ❊①❛♠♣❧❡s
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆❞❛♣t❛t✐✈❡ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❋▼● ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤r❡❡ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ ❋▼● ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✉♥✐❢♦r♠
♠❡s❤❡s✳ ❉✉❡ t♦ ♦✉r r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❛ P♦✐ss♦♥✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧✱ t❡st ❝❛s❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❛t❤❡r
tr✐✈✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t②♣✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s✿
✲ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✱
✲ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡s✱
✲ ❉✐r❛❝ ❧❛②❡r s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❢r♦♠ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t②✳
❖✉r t❤r❡❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤ s✐③❡s ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✮✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s♠❛❧❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐♦✉s s❡♥s♦rs✳
❊❛❝❤ ♦❢ ♦✉r t❤r❡❡ t❡st ❝❛s❡s ❤❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝❛❧❧ t♦t❛❧ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦r s✐♠♣❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥
❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡ ❛♥❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✿ s✐♥❝❡ t❤❡ ●▼❘❊❙✲▼● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ ♠❛❝❤✐♥❡✲③❡r♦✱ ♦✉r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦♠❜✐♥❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡
❡rr♦r✳
✹✳✼✳✶ ❆ s♠♦♦t❤ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡
❋♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ▲❡t✿
rhs(x, y) =
[
α2(exp(1/α)− 1)]−1 exp(x/α) ✇✐t❤ α = 0.03✳ ❲❡ s♦❧✈❡ −∆u = rhs
✇✐t❤ ∂u∂y (x, 0) =
∂u
∂y (x, 1) = 0 ❛♥❞ u(0, y) = u(1, y) = 0✳ ❚❤❡♥ u(x, y) =
[exp(1/α)− 1]−1 exp(x/α) + x + [exp(1/α)− 1]−1 . ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥ uh ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳ ❚❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ||u− uh||L1 =
∫
Ω |u− uh|dxdy ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❋♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❍❡ss✐❛♥✲
❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ u ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡s❤❡s ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ◆ ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤❡s✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝❛s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ ♣♦s✲
t✉❧❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡rr♦r✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡
❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤❡s ✇❡ ✉s❡❞✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥❞❡❡❞ ❜♦t❤
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❜✉t t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤
❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❛s
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡rs ❛ str♦♥❣ ♠❡ss❛❣❡ s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❛t❤❡r
❣♦♦❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ♥♦t ❢❛✐t❤❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮ ❢♦r t❤❡
✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ||u−uh||L1 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳ ✭+✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭×✮ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳ ❚❤❡
str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❧♦♣❡✳
s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ||u−uh||L1 ✐s ♥♦t❛❜❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥
t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝❛s❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞r❛✇ t❤✐s ❡rr♦r ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✶✷✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♠❡s❤ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ st❡❡♣ s❧♦♣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛✲
t✐♦♥ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❧❡ss st❡❡♣ s❧♦♣❡s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✷
✹✳✼✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✻✺
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❡rr♦r ♦❢ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ||u − Πhu||L1 ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡s❤❡s ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❚❤❡
str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❧♦♣❡✳
t♦ ✹ ♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✉♠❡ ❧❡ss ❝②❝❧❡s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡ss ❈P❯✳ ❋♦r ❛❜♦✉t 1000 s❡❝✲
♦♥❞s ♦❢ ❛ ✇♦r❦st❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s 6 10−3 ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝❛s❡
❛♥❞ 10−5 ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ 750 s❡❝♦♥❞s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ 10 s❡❝♦♥❞s✳
✹✳✼✳✷ ❆ s✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r ❝❛s❡
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡st ❝❛s❡ ❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
♠✉❧t✐✲✢✉✐❞ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ρ1 ❛♥❞ ρ2 ♦❢ ❡❛❝❤
♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤
❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✽❪✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ P♦✐ss♦♥ −div(1ρ∇u) = rhs ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t
t❛❦✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s 1/ρ1 ❛♥❞ 1/ρ2 ♦♥ t✇♦ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s Ω1 ❛♥❞ Ω2 s❡♣❛r❛t❡❞
❜② ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜✉t ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s s✐♥❝❡✿
1/ρ1∇u1 · n = 1/ρ2∇u2 · n
✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ||u−uh||L1 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡✳ ✭+✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭×✮ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳
✇❤❡r❡ u1 ❛♥❞ u2 ❛r❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ♦♥ Ω1 ❛♥❞ Ω2✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
u|Ωi = ui = αi + βi(x2 + y2) i = 1, 2.
❋✉rt❤❡r✱ Ω2 ✐s t❤❡ ❞✐s❦ ♦❢ ❝❡♥t❡r (0.5, 0.5) ❛♥❞ ♦❢ r❛❞✐✉s 0.2 ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ ]0, 1[×]0, 1[ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿
1/ρ1 = 1000. ; α1 = 1.23579... ; β1 = −2.47158...
1/ρ2 = 1. ; α2 = 100. ; β2 = −2471.58... ✭✹✳✶✹✮
❚❤✐s ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧②
❛s ✈❛❧✉❡s ♦❢ 1/ρ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r✐❞✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
✭❝r♦ss❡s +✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ✐s ❛r♦✉♥❞ 1✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❜♦✉t t✇♦✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✉s✉❛❧ ❜♦♥✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪✳ ❆ s❤♦rt ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛❧s♦ ❣♦♦❞✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✳
❲❡ ♠❛❞❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ③❡r♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♠❡❛s✉r❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐t❤✱ ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ ♠❡s❤❡s ✭❜❡t✇❡❡♥ 1000 ❛♥❞ 30, 000 ✈❡rt✐❝❡s✮✱
✹✳✼✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✻✼
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❙✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r✿ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ t②♣✐❝❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❙✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r✿ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✭✇✐t❤
st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳
❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ❛❢t❡r r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❇✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t ♥♦t❛❜❧②
❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣✉❧❛r
❝♦♥t❡①t✳
❆ ❧❛st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❤❡❧♣s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❙✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r✿ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❙✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ③❡r♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥ ▼● ✐t❡r❛✲
t✐♦♥✳
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬✸✷✱ ✺✾❪✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✹✳✼✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✻✾
♦♥ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t❡❞✳ ■♥ ❬✷✾❪✱ s♦♠❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♥❧② ✜rst✲♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥
s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ s❛♠❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ✭st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❢♦✉r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s st❡♣s✱ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✮ ❡①❝❡♣t
t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✭✼✳✶✷✮✱ ❜♦t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡✐r ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤
❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❡rr♦r ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r t❤✐s ✐s♦tr♦♣✐❝
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡ ✭❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✹
❛♥❞ ✹✳✶✻✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❙✐♥❣✉❧❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❧❛②❡r✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
✹✳✼✳✸ ❈✐r❝✉❧❛r s♣♦t t❡st ❝❛s❡
❈❛♣✐❧❧❛r② ♠♦❞❡❧s ❡①❤✐❜✐t✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❉✐r❛❝ ❧❛②❡r s♦✉r❝❡ t❡r♠s ❢♦r t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✺✷❪✳ ❚❤❡s❡ t❡r♠s ✐♠♣❧② ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r❡ss✉r❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 1 ♦♥ ❛ ❞✐s❦ ❛t ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ 0 ✐♥ t❤❡
r❡st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐s t❤❡♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s✐♥❣✉❧❛r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳
❇✉t ❛ ✈❡r② ❢r❡q✉❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛ ❧❡✈❡❧✲s❡t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ str✐❝t❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐t ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ε ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✉♥✐❢♦r♠ ♣❤❛s❡s ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳ ■❢ (x, y) ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✱ uC(x, y) ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿ uC(x, y) = 12 [1 +
ψ
ε +
1
πsin(
πψ
ε )] ✇✐t❤ ψ = R −
√
(xC − x)2 + (yC − y)2✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ε ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ uC = 1 ❛♥❞ uC = 0
✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❈✐r❝✉❧❛r s♣♦t t❡st ❝❛s❡✿ ❣❡♦♠❡tr②
❛♥❞ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ 0.02✳ ▲❡t rhs = ∆uC ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠
∆u = rhs ✐♥ Ω, u = 0 ♦♥ ∂Ω✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ rhs ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❉✐r❛❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❦✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
s✐t✉❛t✐♦♥s ❛s ❝❛♣✐❧❧❛r② ♠♦❞❡❧s✱ t❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ ✐♥ ♦✉r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❘❍❙ (rhs,Ni)
✭Ni✿ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ♦♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❡s❤ ✇✐t❤♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛r❡ ♦❢
t❤❡ q✉❛s✐ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ rhs✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✈❡r②
✐♥❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✱ t❤❛t
✈❡r② ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦❛rs❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s✳ ❲✐t❤ 10, 000 ♥♦❞❡s✱ ❛ 100
✪ L1 ❡rr♦r ✐s st✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❋✉❧❧ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡
r❡❛❝❤❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r 30, 000 ♥♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛ str♦♥❣ ❤❛♥❞✐❝❛♣ ❢♦r
✸❉ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠✉❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ❡rr♦rs ✇✐t❤ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s
❛♥❞ ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠s ❛s ✇❡❧❧✱ ♦r ❜❡tt❡r✳ ❆ ♠❡s❤✲❛❞❛♣t❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ uh ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✳ ❆ s❡❝♦♥❞ r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t ♠♦st ❣❛✐♥ ♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t
❛❜♦✉t 1000−2000 ♥♦❞❡s ✇❤✐❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r ✜♥❡r ♠❡s❤❡s s❡❡♠s t♦ ❜r✐♥❣ ♥♦ ❢✉rt❤❡r
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✭s❧♦♣❡ r❡♠❛✐♥s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r✮✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞✳
❖✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ❧❛②❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞✱ ♥♦ ❢✉rt❤❡r
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ s✐♥❝❡ ❛ ✜♥❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❜✉t ✉♥✐❢♦r♠✱ ♠❡s❤ ✐s q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s✐♥✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡✛♦rts
✐♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❧❡ss ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t✱ ❛❢t❡r ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r
2000 ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♠♣❧✐❢② ✐ts ❈P❯ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳
✹✳✼✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✼✶
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❈✐r❝✉❧❛r s♣♦t t❡st ❝❛s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❈✐r❝✉❧❛r s♣♦t t❡st ❝❛s❡✿ ❡rr♦rs ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤
♥♦❞❡s✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ||u−uh||L1 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳
✭×✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭+✮ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲
♦r❞❡r s❧♦♣❡✳
✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❈✐r❝✉❧❛r s♣♦t t❡st ❝❛s❡✳ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ❡①❛❝t
s♦❧✉t✐♦♥ ||u − Πhu||L1 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✱ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❧♦♣❡✳
✹✳✼✳✹ ❚❤✐♥♥❡r ❝✐r❝✉❧❛r t❡st ❝❛s❡
◆♦✇✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ε ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ u = 1 ❛♥❞
u = 0 ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ 0.001✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✭❛❞❛♣t❡❞✮ s♦❧✉t✐♦♥ uh ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ✭r✐❣❤t✮✳ ◆♦✇✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② t❤✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝✲t②♣❡ r✐❣❤t✲
❤❛♥❞✲s✐❞❡✱ t❤❡ ❜r✉t ❢♦r❝❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ♦❢ 100, 000 ♥♦❞❡s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸ ✭❧❡❢t✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡ ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠❡s❤✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳
❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ L1 ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♥♦r♠ ✐s 0.3 ✇✐t❤ 10, 000 ♥♦❞❡s ❛♥❞ 0.04 ✇✐t❤
100, 000 ♥♦❞❡s✳
✹✳✽ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❋▼● ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧♦♦♣ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋▼● ♣r♦❝❡ss✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛st❡r t❤❡ ❡①tr❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ st♦♣♣✐♥❣
❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ▼● ❝②❝❧✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❋▼● ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
❢♦r r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤✐s st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛ss✉♠❡s
t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▼● ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♥♦r♠✲✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛ ♣r♦♣✲
✹✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✼✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❈✐r❝✉❧❛r s♣♦t t❡st ❝❛s❡✿ ❡rr♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡✳ ❆♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ||u−uh||L1 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡✳ ✭×✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱
✭+✮ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❧♦♣❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ❚❤✐♥✲❝✐r❝✉❧❛r s♣♦t t❡st ❝❛s❡ ✉♥✐❢♦r♠✲♠❡s❤ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡s❤✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡
s♦❧✉t✐♦♥✳
❡rt② s✉r❡❧② ♥♦t ❡♥❥♦②❡❞ ❜② ♠❛♥② ♦t❤❡r ✭♥♦♥✲▼●✮ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦✉r
st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② ♥♦t r❡❝♦♠♠❛♥❞❡❞✳
▲❡t ✉s ❝♦♠♠❡♥t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ r♦❜✉st ▼● s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❛ ✶✵✲s✇❡❡♣s ❏❛❝♦❜✐ s♠♦♦t❤❡r✱ ❛ s❛✇✲
✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ❚❤✐♥ ❝✐r❝✉❧❛r s♣♦t t❡st ❝❛s❡✿ ❡rr♦rs ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ||u− uh||L1 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤
♥♦❞❡s✳ ✭×✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭+✮ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❧♦♣❡✳
t♦♦t❤ ❱✲❝②❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ●▼❘❊❙ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ r♦❜✉st❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ r❛t✐♦s ❛s ❤✐❣❤ ❛s 1000.
Pr♦❜❛❜❧② ❛ ❜❡tt❡r s♠♦♦t❤❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❆❧s♦✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✈❡r② str❡t❝❤❡❞ ♠❡s❤❡s ✭❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s✮✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳
❲❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❋▼●✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡
♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ♠❡tr✐❝s✳ ❆s ❢❛r ❛s str✐❝t ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ r❛t✐♦ ✐s ♥♦t ❛ t♦♦ s❡♥s✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✷❉ st✉❞②✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ♠❡s❤ s✐③❡ ❜② ✷ ✭Nkφ/Nkφ+1 = 4
t✐♠❡s ♠♦r❡ ♥♦❞❡s✮ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✸❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ 8 t✐♠❡s ♠♦❞❡ ♥♦❞❡s t❤❛♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ✐♥✈♦❧✈❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❛♥❛❣❡✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st♦♣♣✐♥❣✲❝r✐t❡r✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♠❛❦❡s ✐t ❞❡♣❡♥❞
♦♥❧② ♦❢ t✇♦ ❢❛❝t♦rs✿ ✭✶✮ t❤❡ ♠❡s❤ r❛t✐♦ Nkφ/Nkφ+1 = 4 ❜❡t✇❡❡♥ ❋▼● ♣❤❛s❡s ❛♥❞
✭✷✮ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ✜①❡❞ t♦ s❝❤❡♠❡✬s L2✲❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r✱ ✙✳❡✳ 2.
❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♦r❞❡r t✇♦ ❢♦r s♠♦♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❋♦r ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ❝♦♥✲
❥❡❝t✉r❡ t❤❛t ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝❛rr✐❡s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❝❢✳
t❡st ❝❛s❡ ✷✮✳ ❚❤❡ ❋▼● st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ 10.✱ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡
✹✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✼✺
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ❚❤✐♥ ❝✐r❝✉❧❛r s♣♦t t❡st ❝❛s❡✿ ❡rr♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡✳
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ||u−uh||L1 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡✳ ✭×✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❋▼●✱ ✭+✮ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❧♦♣❡✳
✜❣✉r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ 8. ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r②✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ✜①❡❞ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ 4 ♦♥❝❡ ❢♦r
❛❧❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♠♦st ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❡rr♦r r❡❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ✐s ♦❢ r❛t❤❡r ❤✐❣❤ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣✴❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧♦♦♣s✳
❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡✿ ❞♦❡s ✐t ❡♥❥♦② ❛ r♦❜✉st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②❄
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐s ✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠s❄
❚❤❡ ❢❡✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❡♥❞ t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥s✇❡r✳ ❚❤❡ ❢♦✉r
t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ r✉♥ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ♣❛r❛♠❡t❡r t✉♥✐♥❣✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ✇❡
♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡❛r❧② ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❆❋▼● ❛♥❞ ❋▼● r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈P❯
t✐♠❡✳ ■♥ ♠♦st t❡st ❝❛s❡s✱ ❢♦r ❛ s❛♠❡ ❈P❯ t✐♠❡✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧♦✇❡r ♦r ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❋♦r ❛ s❛♠❡ ❈P❯ t✐♠❡✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛♥❞ ❈P❯✳ ❲❤❡♥ ✐t ✇♦r❦s✱ ♦✉r ❋▼● ✐♥❞❡❡❞ s❤♦✇s
O(N) ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s N ✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②
❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❆❋▼● ✈❡rs✐♦♥✳ ❋♦r ❋▼●✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t♦t❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡✳ ❇❡❝❛✉s❡
✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋▼●❆ ❜❛sé✲❤❡ss✐❡♥
♦❢ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ 4✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤✐s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s
❢♦r ❆❋▼● ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐t✱ ❛❣❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❝❛s❡ ❞❡ss❡r✈❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡♥t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ L1 ♥♦r♠ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s ✐s ✜rst✲♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ ✐s ♦❢ t✇♦
♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s♠❛rt st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣✳ ❲❡
♣❧❛♥ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ❛ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ♣❛♣❡r ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ♦♣t✐♦♥ ❤❛s s♦♠❡ ❧✐♠✐ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ❢♦r t❤❡ ✐♥✲
t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞✱ ❜② t❤❡ ✇❛②✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❧② t♦ s♠❛❧❧
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ u ❜② uh ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
♦❢ uh ❞♦ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t♦♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❡♥❛❧t②✳ ❚❤❡ ✲❡①♣❡❝t❡❞✲ ❜❛❞ ♥❡✇s ✐s t❤❛t
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s ❢❛st❧② ❛♥❞ ❛s ❧♦✇✳ ❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❛s
❛♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❞❥♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♠❛② ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳
❲❡ ♣❧❛♥ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤✐s ✐♥ ❛ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ♣❛♣❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ✸❉ ✇✐❧❧ ❡♥❥♦② t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t✐❡s✳
❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②
❧❛r❣❡r ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s✱ ❡✳❣✳ ❬✹✱ ✹✽❪✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋▼● t♦
✸❉ ❝❛rr✐❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✿
✲ ❋▼● ✐s ❧❡ss ❡❛s② ✐♥ ✸❉ s✐♥❝❡ ❛ ♠❡s❤ r❛t✐♦ ♦❢ ✷ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡s❤ s✐③❡ t✉r♥s ✐♥t♦ ❛
♠❡s❤ r❛t✐♦ ♦❢ ✽ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s✳
✲ ❚❤❡ ❢❛❜✉❧♦✉s ❣❛✐♥ ❜② ▼● ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ✜♥❡ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ ✸❉ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❛ 10, 000
♥♦❞❡s ✷❉ ♠❡s❤ ✐s ❛ 1, 000, 000 ♥♦❞❡s ✸❉ ♠❡s❤✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡
❛❧r❡❛❞② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❢♦r 10, 000 ♥♦❞❡s ✷❉ ♠❡s❤❡s✳
✲ ▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✐❧❧✐♦♥ ♥♦❞❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ▼● ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ str❛t❡❣② ❢♦r ❝♦❛rs❡
❧❡✈❡❧s✳
■♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ t❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ ✸❉ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ss❡r✈❡s t♦ ❜❡ tr✐❡❞ ❜✉t ❢♦r ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
♣❤②s✐❝s✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ ❛s ❢❛r
❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼● s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ✇♦r❦s✳ ■♥ ❛ ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ✸❉ ❈❋❉
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
✹✳✾ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
❲❡ t❤❛♥❦ ❆❞r✐❡♥ ▲♦s❡✐❧❧❡ ❛♥❞ ❋ré❞ér✐❝ ❆❧❛✉③❡t ❢♦r t❤❡ ❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞
t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❤❡❧♣ ✐♥ ✉s✐♥❣ ♠❡s❤ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❛♥❦s ❛❧s♦ t♦ ❋r❛♥ç♦✐s❡ ▲♦r✐♦t ❢r♦♠ ❉✐s✲
t❡♥❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❆❣❡♥❝② ✭❆◆❘✮
t❤r♦✉❣❤ ❈❖❙■◆❯❙ ♣r♦❣r❛♠ ✭♣r♦❥❡❝ts ❊❈■◆❆❉❙ ♥o ❆◆❘✲✵✾✲❈❖❙■✲✵✵✸ ❛♥❞ ▼❆■❉✲
✹✳✾✳ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts ✼✼
❊❙❈ ♥o ❆◆❘✲✶✸✲▼❖◆❯✲✵✵✶✵✮✳ ❍P❈ r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠ ●❊◆❈■✲❬❈■◆❊❙❪ ✭●r❛♥t ✷✵✶✵✲
①✷✵✶✵✵✷✻✸✽✻ ❛♥❞ ✷✵✶✵✲❝✷✵✵✾✵✷✺✵✻✼✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✺
❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♦❜❥❡❝t✐❢
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡M q✉✐
♠✐♥✐♠✐s❡ ||u−ΠM|| ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st q✉✬❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❧❡ ♠✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞✐s✲
❝rèt❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ u−uM ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉① q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ❡♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r ❢❛✉①✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝✬❡st
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❛s s✐ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❛✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❡❧❧✐♣t✐q✉❡s ✭♠♦✐♥s ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❞✈❡❝t✐❢s✮✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ♦r✐❡♥té❡✲♦❜❥❡❝t✐❢
✭❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞✮ ❝♦♥s✐st❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ à ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r s✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✲s❝❛❧❛✐r❡ ❞♦♥❝✲ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉
❝❤❛♠♣ ✐♥❝♦♥♥✉✳
❖♥ ❝♦♥s✐èr❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ jgoal = (g, u)✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥
s❡r❛ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r δjgoal(M) = (g, u − uM) ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❋❛✉t❡ ❞❡
❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ u✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs u✱ ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ jgoal ❡t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ jgoal(uh)
✈❡rs jgoal(u)✳
✺✳✷ ❚❤é♦r✐❡
P❛rt♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ δjgoal✳
δjgoal(M) = |(g, u− uM)| = |(g,ΠMu− uM + u−ΠMu)|. ✭✺✳✶✮
❉é✜♥✐ss♦♥s ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ❞✐s❝r❡t u∗g,M✿
∀ψM ∈ VM, a(ψM, u∗g,M) = (ψM, g). ✭✺✳✷✮
P✉✐s✿
(g,ΠMu− uM + u−ΠMu) = a(ΠMu− uM, u∗g,M) + (g, u−ΠMu)
❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✻✳✸✮✱
(g,ΠMu−uM+u−ΠMu) = a(ΠMu−u, u∗g,M)+(u∗g,M, f −ΠMf)+(g, u−ΠMu).
❞♦♥❝
δjgoal(M)  |a(ΠMu− u, u∗g,M)|+ |(u∗g,M, f −ΠMf)|+ |(g, u−ΠMu)|.
✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♦❜❥❡❝t✐❢
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ u ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ (g, u − ΠMu)✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉
t❡r♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ ❤❡ss✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ✐✳❡✳ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
t✐♥✉❡✿
δjgoal(M)  |a(ΠMu− u, u∗g,M)|+ |(u∗g,M, f −ΠMf)|+ |(g, πMuM − uM)|.
❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦✉r ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ (f − ΠMf, u∗g,M) ❡♥
✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r f ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛✈❛✐t ❢❛✐t ♣♦✉r u✿
δjgoal(M)  |a(ΠMu− u, u∗g,M)|+ |(u∗g,M, πMf − f)|+ |(g, πMuM − uM)|.
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à tr❛✐t❡r✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●r❡❡♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡✿
a(ΠMu− u, u∗g,M) =∑
K,element
(
−
∫
K
(u−ΠMu)div(µ∇u∗g,M)❞x+
∫
∂K
µ(u−ΠMu)∇u∗g,M.−→n ❞σ
)
P♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✸❪✳
▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡M0 ❞✬ét✐r❡♠❡♥t ❜♦r♥é ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢✱ ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ♠étr✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✜♥❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s à M0✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ♠❛✐❧❧❛❣❡s
✉♥✐té✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐ss❡s (u, φ) ♦ù u ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✼✳✶✮ ❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ µ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♦♥
❛✿∣∣∣∣∣∣
∑
K,element
∫
∂K
µ(u−ΠMu)∇ϕ.−→n ❞σ
∣∣∣∣∣∣  const
∫
Ω
µ ρ(H(ϕ)) |u−ΠMu|❞x ✭✺✳✸✮
♦ù A  B ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✱ ✐✳❡✳ A ≤ B + o(A)✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ρ(H(ϕ)) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ✭❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✮ ❞✉
❤❡ss✐❡♥ H(ϕ) ❞❡ ϕ✳ 
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✶✸❪ ❢❛✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧✬ét✐r❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧
❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❝♦♥s✐❞érés✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ♣❛♣✐❡r s♦♥t ré❛❧✐sés
❛✈❡❝ const. = 3✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐r♦♥s ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡✿∣∣∣∣∣∣
∑
K,element
∫
∂K
µ(u−ΠMu)∇u∗g,M.−→n ❞σ
∣∣∣∣∣∣ ≤ 3
∫
Ω
µρ(H(u∗g,M)) |u−ΠMu|❞x.
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿
δjgoal(M)  3
∫
Ω
µ ρ(H(ϕ)) |u−ΠMu|❞x+
∣∣∣∣∣∣
∑
K,element
−
∫
K
(u−ΠMu)div(µ∇u∗g,M)❞x
∣∣∣∣∣∣
+|(u∗g,M, πMf − f)|+ |(g, πMuM − uM)|.
✺✳✷✳ ❚❤é♦r✐❡ ✽✶
❖♥ ❢❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ µ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡✿
δjgoal(M)  3
∫
Ω
µ ρ(H(ϕ)) |u−ΠMu|❞x+ |(u∗g,M, πMf − f)|+ |(g, πMuM − uM)|
❡t ❞♦♥❝
δjgoal(M) ∫
Ω
( [
3 µ ρ(H(u∗g,M)) + |g|
] |πMuM − uM| + |u∗g,M| |πMf − f | ) ❞x. ✭✺✳✹✮
❙❛❝❤❛♥t ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛✉
❧✐❡✉ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r δjgoal(M)✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❝❛r ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t u∗g,M
❞é♣❡♥❞ ❞❡ M✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧✐✜❡r ♥♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ δjgoal ❡♥ ❣❡❧❛♥t✱ ♣❡♥❞❛♥t
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t✳ ❈❡❧❛ ❡st ❥✉st✐✜é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ q✉❛♥❞
♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ M✱ u∗g,M ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ s❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭♥♦♥ ♥✉❧❧❡✮ ❡t
♥✬❡st q✉❡ ♣❡✉ ❛✛❡❝té ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❡rr❡✉rs
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ |πMuM − uM| ❡t |πMf − f |✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡
♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❝❡t ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ M0✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉✐✈❛♥t✿
min
M
∫
Ω
( [
3µρ(H(u∗g,M0)) + |g|
] |πMuM − uM| + |u∗g,M0 | |πMf − f | ) ❞Ω.
❈❡❧❛ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✿
Mopt,M0 = argminM
|tr(M−1/2 ([3µρ(H(u∗g,M0)) + |g|]|Hu|+ |u∗g,M0 ||Hf |)M−1/2)|.
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡✿
Hgoal,0 = [3µρ(H(u
∗
g,M0)) + |g|] |Hu| + |u∗g,M0 | |Hf |
❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ê♠❡
❢♦r♠✉❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜❛sé ❤❡ss✐❡♥ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t Hu ♣❛r Hgoal,0✿
Mopt,M0 = K1( [3µρ(H(u∗g,M0)) + |g|] |Hu| + |u∗g,M0 | |Hf |)
♦ù K1 ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
K1(H) = DL1 (det |H|)
−1
4 |H| ❛♥❞ DL1 = N
(∫
Ω
(det |H|) 14
)−1
. ✭✺✳✺✮
❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♣♦✐♥t✲✜①❡✿
➱t❛♣❡ ✶✿ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ uM s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ HM✱
➱t❛♣❡ ✷✿ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬ét❛t ❛❞❥♦✐♥t ❞✐s❝r❡t u∗M✱
➱t❛♣❡ ✸✿ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ Moptgoal(uM)✱
➱t❛♣❡ ✹✿ ♣r❡♥❞r❡ M = Moptgoal(uM)✱ ❣é♥ér❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
HM = HMopt
goal
(uM)
❡t r❡t♦✉r♥❡r à ❧✬ét❛♣❡ ✶✱ ❥✉sq✉✬à ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝é❞é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❊✉❧❡r ❡st ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬✺✼❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❞❛♥s ❬✶✺❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♦❜❥❡❝t✐❢
✺✳✸ ❈❛s t❡sts
❖♥ t❡st❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛s t❡sts q✉❡ ❝❡✉① ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t ❡t ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❛s ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡s ❝❛s ✉♥✐❢♦r♠❡
❡t ❜❛sé ❤❡ss✐❡♥✳
✺✳✸✳✶ ❈❛s t❡st ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉
❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ❝❛s t❡st ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹
✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
1/ρ1∇u1 · n = 1/ρ2∇u2 · n
❛✈❡❝
ui = αi + βi(x
2 + y2) i = 1, 2.
❡t
1/ρ1 = 1000. ; α1 = 1.23579... ; β1 = −2.47158...
1/ρ2 = 1. ; α2 = 100. ; β2 = −2471.58... ✭✺✳✻✮
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❡st t♦✉t✲à✲❢❛✐t ❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❛sé❡ ❤❡ss✐❡♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s❡♠❜❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛❧✐té
s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❤❛s❡s✱ ♣✉✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ s♦♥t ✉♥ ♣❡✉ ♠❡✐❧❧❡✉rs
s✉r ❧❡s tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ ♣❤❛s❡s ❛✈❛♥t ❞❡ s❡ ❞étér✐♦r❡r s✉r ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣♦✉r
✜♥❛❧❡♠❡♥t r❡❞❡✈❡♥✐r ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ ❜❛sé ❤❡ss✐❡♥ ❞❛♥s ❧❛ s✐①✐è♠❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦û✲
t❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ ❤❡ss✐❡♥s✱ ❡t ❝❡❧❛ ♣♦✉r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛s ❢r❛♥❝❤❡✲
♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r✳
✺✳✸✳ ❈❛s t❡sts ✽✸
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❛s t❡st ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❝✐r❝✉✲
❧❛✐r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❈P❯ ❞✉ ❝❛s t❡st ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳
✺✳✸✳✷ ❈❛s t❡st ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❛✈❡❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✜♥❡
❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝❛s t❡st ❞é❥à ét✉❞✐é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞é✜♥✐
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❛✈❡❝✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱
✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♦❜❥❡❝t✐❢
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❚â❝❤❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✜♥❡✿ ❣é♦♠étr✐❡✳
u(x, y) =
1
2
[1 +
ψ
ε
+
1
π
sin(
πψ
ε
)] ♦ù ψ = R−
√
(xC − x)2 + (yC − y)2.
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ❝❛s t❡st ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ à
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✜♥❡✳
✺✳✸✳ ❈❛s t❡sts ✽✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❈P❯ ❞✉ ❝❛s t❡st ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡ à ✐♥t❡r❢❛❝❡
✜♥❡✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✱ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❜❛sé ❤❡ss✐❡♥ ❡t ❧❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡✱
❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜❛sé ❤❡ss✐❡♥ ✈❛✉t 0.00929769 ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st q✉❡ ❞❡ 0.00022429
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❛ été ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r
♣❧✉s ❞❡ ✹✵✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❖♥
♦❜s❡r✈❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t
✉♥❡ ❡rr❡✉r ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❜❛sé❡ ❤❡ss✐❡♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
✺✳✸✳✸ ❈♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ à ♣rés❡♥t ❧❡ ❝❛s t❡st ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✈❡❝
u(x, y) = [exp(1/α)− 1]−1 exp(x/α) + x+ [exp(1/α)− 1]−1 . ♦ù α = 0.03✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ❜❛sé ❤❡ss✐❡♥ ❡t✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ❧✬✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡✱ ❛✉ ❢✉r
❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬♦♥ ❛✈❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✱ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2✳
❈❡tt❡ ❞étér✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡
à ♠❛❥♦r❡r
δjgoal(M) ∫
Ω
( [
3 µ ρ(H(u∗g,M)) + |g|
] |πMuM − uM| + |u∗g,M| |πMf − f | ) ❞x, ✭✺✳✼✮
❧❡ t❡r♠❡ |u∗g,M| |πMf−f | ♥❡ ❝❛♣t✉r❡ ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ f ❛✉① ♣♦✐♥ts
✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♦❜❥❡❝t✐❢
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ t❡st ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐♠✐t❡✳
tr♦♣ ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❜♦r❞ ♣❛r❝❡ q✉❡✱ ❡♥ ❝❡s ♣♦✐♥ts✱ u∗g,M t❡♥❞ ✈❡rs 0✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s
s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛ ♣r♦♣♦sé❡✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r❡♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ♠✐❡✉① ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❊❉P à tr❛✈❡rs ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ét❛t ❛❞❥♦✐♥t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♥✬❛ss✉r❡ ♣❛s
✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
s❝❛❧❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥t❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s
✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s✐♠♣❧❡ ❜❛sé ❤❡ss✐❡♥ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡✲
♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ♣✉ ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❞étér✐♦r❛t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡
❧✬♦♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✬✐♥tér❡ss❡r à ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♦r✐❡♥té❡ ♥♦r♠❡✳
❈❤❛♣t❡r ✻
❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
✻✳✶ ❆✈❛♥t ♣r♦♣♦s
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♠❛♥✉s❝r✐t ✏❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ◆♦r♠✲❖r✐❡♥t❡❞ ▼❡s❤ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥
❢♦r ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✏ s♦✉♠✐s à ✉♥ ❥♦✉r♥❛❧ ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
✻✳✷ ❆❜str❛❝t
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
❛ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ P♦✐ss♦♥
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❡q✉❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ✉s❡s ❛♥ ❛❞❥♦✐♥t✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡
♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♠❡✇❤❛t s✉♣❡rs❡❞❡s t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦♥❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s
❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ s♦❧✉t✐♦♥✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ❝❤♦s❡♥ s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
t❤❛t✱ ❛s ♠❡s❤ s✐③❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✮✱ ♦♥❧② t❤✐s ♦✉t♣✉t ✐s ♣r♦✈❡♥
t♦ t❡♥❞ t♦ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❛❧♦❣ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐ts❡❧❢ ♠❛② ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡✳
❆ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥
t❤❡ ✇❡❧❧✲✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡t ♦❢ ♠❡tr✐❝s✱ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♠♣❧✐❢② t❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡✳ ❲❡ s❡❛r❝❤✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡❧❧✲✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡t ♦❢
♠❡tr✐❝s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ♥♦r♠ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞
❜② t❤❡ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❧✐❦❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛❞❛♣t❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r ❞r❛❣✱ ❧✐❢t ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t
✐♥ ♦♥❡ s❤♦t✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❛s✐❝ ❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ r❡str✐❝t ♦✉r st✉❞② t♦ L2 ♥♦r♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❥♦② s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱
❛❞❥♦✐♥t✱ ♠❡tr✐❝✱ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts
✻✳✸ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤
❜✉✐❧❞ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡s❤ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥
✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
♠❡tr✐❝✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❈❋❉ ✐s t❤❡ ❢❛♠✲
✐❧② ♦❢ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞✴❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❢♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳
■s♦✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✴❡q✉✐✲r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t❡♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❙✉♣
♦r L∞ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✭♠❛✐♥ t❡r♠ ♦❢✮ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠❡tr✐❝
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♠❡tr✐❝s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r
t♦ t❤❡ t✇♦ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦s ❬✷✺✱ ✸✺❪✳ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞s t❡♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ Lp
♥♦r♠ ✭p < ∞✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ s❡♥s♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❈❋❉ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❢✳ ❬✷✱ ✼✼✱ ✼✽✱ ✺✶✱ ✷✼✱ ✸❪✳ ❙❡♥s♦rs ❛r❡ ✜❡❧❞s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❡s❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇
t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳
❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡❧❧✐♣t✐❝ P❉❊s✳ ■t ✐s tr✉❡✱ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦✲
r❡♠✱ t❤❛t ❛ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜✉t t❤✐s ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ H1 ♥♦r♠ ✇❤✐❧❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ L∞ ♦r Lp ♥♦r♠s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s
♦❢ t❤❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
P❉❊ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ✐s ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②st❡♠s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s❡✈❡r❛❧ s❡♥s♦rs ♥❡❡❞
t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ s❡♥s♦rs ❛r❡ ✇✐s❡❧② ❝❤♦s❡♥✱ ❛
❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞
✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P❉❊ ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦❛❧✲
♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❡rr♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■t ❤❛s
❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡✳ ❆ ❣♦♦❞ s②♥t❤❡s✐s
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ✐s ❬✽✶❪✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❬✸✻❪✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❡st✐♠❛t❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✮ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s✳
❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s s❤♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡s❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✜♥❡❞✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
❞❡❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❢r♦♠ ❛♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✽❪✳
❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥♥♦t ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ ❡rr♦r ♥♦r♠ ❜✉t r❡❧✐❡s
♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥❡✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❉❊✳ ❆ ♠♦r❡
♣♦♣✉❧❛r ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❤♦s❡✱ ❛s ❛❝❝✉r❛❝② t❛r❣❡t✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆♥② s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♦♥❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✼❪✳ ❆♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
❡st✐♠❛t❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t♦rs ❢♦r ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❛❧②s❡s ❬✹✹✱ ✼✷❪✳ ■♥
❬✼✾❪✱ t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❧❡✈❡r❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢
❬✼✷❪ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ st✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥
❡rr♦r ♦❢ ❛ ✉s❡r✲♣r❡s❝r✐❜❡❞ s❡♥s♦r✳
❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❧② ♦♥ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s✱ ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❞✐✈✐❞❡❞ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s ♦r t❤r♦✉❣❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢
❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
✻✳✸✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽✾
❚❤✐s ✐s ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ❥♦❜ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t s♦ ♠❛♥② ♣r♦♦❢s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❧♦✇✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst
r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✽✹❪✮✱ ♠❛♥② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❡♥❞ t♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ r❛t❤❡r r❡❧✐❛❜❧❡✳
❆ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✺✻✱ ✶✹❪
✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡rr♦r ❢♦r ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t✱ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛
♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡ ♠❡tr✐❝✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ✇❡❧❧✲✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t s❡t✳ ❚❤✐s str❛t❡❣②
✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❬✽✸❪✳ ■♥ ❬✺✻✱ ✶✹❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤❡
♦♣t✐♠✉♠✱ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■t r❡str✐❝ts t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ t❡r♠
♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❤✐❜✐t ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♠❡tr✐❝✳
●♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ str♦♥❣❧② ✐♠♣❛❝t❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✉t✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s t✇♦ ✐♥❤❡r❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t ❞♦❡s
♥♦t ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉ts✳ ❚❤✐s ✏♠✉❧t✐✲t❛r❣❡t✑ ✐ss✉❡ ✐s ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ ✐t ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✺✵❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❛r❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤✐s ♦✉t♣✉t ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡s❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳
❲❤❡♥ ❛ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠❡s❤✲❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❛❧♦❣ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧❧②
❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐ts❡❧❢✳ ❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦♥✐❝ ❜♦♦♠ ❢♦♦t♣r✐♥t ❛t ❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ❣r♦✉♥❞✳ ◆♦✇✱ ♠❛♥② ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♦♥ ✉♣♣❡r ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❛✐r❝r❛❢t ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ❣r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ✈❛♥✐s❤❡s ♦♥ t❤❡s❡ ✉♣♣❡r r❡❣✐♦♥s✳
❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤ ✐s ♥♦t r❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❙❡❡ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✺✼❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ s❝❛❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r t♦ r❡❞✉❝❡✳ ■t ❧❡❛❞s t♦
✉s❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❛s ✐♥ (u − uh, g)✱ u ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✱ uh ✐ts
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ g ❛ ✜❡❧❞ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✉s❡r✳ ◆♦✇ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ uh✳
■♥ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ♣r❡✲
s❝r✐❜❡ ❛ ♥♦r♠ ♦r ❛ s❡♠✐✲♥♦r♠ |u − uh| ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❆s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡♠✐✲♥♦r♠✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢
sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦✉t♣✉ts✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝s✳
❚❤❡ s❡♠✐✲♥♦r♠ |u−uh| ≡ |Cl(u)−Cl(uh)|2+ |Cd(u)−Cd(uh)|2+ |Cm(u)−Cm(uh)|2
✇✐❧❧ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs ♦♥ ❧✐❢t✱ ❞r❛❣ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ✢♦✇
s♦❧✉t✐♦♥ uh ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❛❞❞r❡ss
t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s❡♠✐✲♥♦r♠✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✐ss✉❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❛❞♠✐sss✐❜❧❡ ♥♦r♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✼❪ ✐s s♦❧✈❡❞✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ P❉❊ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡
✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ♥♦r♠ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤
❞♦❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ♥♦r♠✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✷❉✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s
✜rst✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r H1 ♥♦r♠ ❜✉t s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r L2 ♥♦r♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡
s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❝t♦r ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♦♥ ❛♥ ❛
♣r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡st t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❡rr♦r✳ ❆❢t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ♠❡s❤ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♥♦r♠✱ ❛r❡ ✇❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡st
♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇♦r❧❞s❄ ◆♦t r❡❛❧❧②✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t❤❛t t❤✐s ♥♦r♠ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✐♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡rr♦r
♥♦r♠✳ ▼♦st ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ tr② t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❧❡❛st ✉♥❝❡rt❛✐♥
❡rr♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r t❡st ❝❛s❡s✱ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳
❆❢t❡r ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦rr❡❝t♦rs ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ ❙❡❝✳✷✳ ◆❡①t t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥s✿ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ ❙❡❝✳✸✱ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝✳✹ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❛ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳✺✳ ❙❡❝✳✻ ✐s ❞❡✲
✈♦t❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✈✐③✳
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✳
✻✳✹ ❚✇♦ ❝♦rr❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❖♥ t❤❡ ✇❛② ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ♥♦r♠✱ ❧❡t ✉s s❛② |u − uh|✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡
u− uh ❜② ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦rr❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r ❡❛s② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✳
✻✳✹✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s
▲❡t V = H10 (Ω)✱ Ω ❜❡✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ R
2✳ ❚❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❉❊ s②st❡♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ s❤♦rt✿
u ∈ V | Au = f or u ∈ V | ∀ φ ∈ V, a(u, φ) = (f, φ) ✭✻✳✶✮
✇❤❡r❡
A = −div(1
ρ
∇) ; a(u, ϕ) =
∫
1
ρ
∇u · ∇ϕ dxdy
❛♥❞ ✇❤❡r❡ 1ρ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ ♦♥ Ω✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❢♦r♠ a ✐s ❝♦❡r❝✐✈❡ ✐♥ s♣❛❝❡ V ✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ α
s✉❝❤ t❤❛t✿
a(v, v) ≥ α|v|2V .
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ s♦♠❡ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
✢♦✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✹✽❪✳ ▲❡t Ωh = Ω ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ τh ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Ωh
❛♥❞ Vh ❜❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ P1✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ τh✿
Vh = φh ∈ C0(Ω¯) ∩ V, φh|T ✐s ❛✣♥❡ ∀T ∈ τh.
✻✳✹✳ ❚✇♦ ❝♦rr❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✾✶
❚❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✶✮ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
❢♦r♠✿
uh ∈ Vh ❛♥❞ ∀ φh ∈ Vh, a(uh, φh) = (fh, φh) ✭✻✳✷✮
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t uh ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ fh ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡✿
uh = A
−1
h fh.
❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Πh t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✿
∀v ∈ C0(Ω¯) ∩ V, Πhv ∈ Vh ❛♥❞, ∀ xi ✈❡rt❡① ♦❢ Ωh, Πhv(xi) = v(xi).
❙❝❛❧❛r ❝♦rr❡❝t♦rs✱ ✐✳❡✳ ❝♦rr❡❝t♦rs ❢♦r s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉ts j(uh) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
❡✳❣✳ j(uh) = (g, uh) ✇✐t❤ g ♣r❡s❝r✐❜❡❞✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ●✐❧❡s ❛♥❞ P✐❡r❝❡✱ ❬✹✹❪✳
❖✉r ✐♥t❡r❡st ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✜❡❧❞ ✐ts❡❧❢✳ ❚✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡
♥♦✇ ♣r♦♣♦s❡❞✳
✻✳✹✳✷ ❆ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥
❆ ✜rst r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r
❘❍❙✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✿
a(u− uh, φh) = (f − fh, φh) ∀φh ∈ Vh.
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✇❡ ❣❡t✿
a(Πhu− uh, φh) = a(Πhu− u, φh) + (f − fh, φh) ∀φh ∈ Vh. ✭✻✳✸✮
❲❡ ❝❛❧❧ Πhu− uh t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡rr♦r✳ ❇② ✐♠♣❧✐❝✐t✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤r♦✉❣❤ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠✳ ■t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜② ❛♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✿
u− uh = Πhu− uh + u−Πhu. ✭✻✳✹✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡rr♦r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❘❍❙
♦❢ ✭✻✳✸✮ ❢♦r ❛♥② t❡st ❢✉♥❝t✐♦♥ φ✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ❘❍❙ ♦❢ ✭✻✳✸✮ ✐s ❡❛s② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
✭✇❡ ❦♥♦✇ f ❛♥❞ fh✮✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❘❍❙ ♦❢ ✭✻✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t 1ρ ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✮✿
a(Πhu− u, φh) =
∑
T
∫
T
1
ρ
∇φh∇(Πhu− u) ❞x❞y
=
∑
T
∫
∂T
(Πhu− u)1
ρ
∇φh · n ❞σ.
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣❡t✿
a(Πhu− uh, φh) =
∑
∂Tij
1
ρ
∇(φh|Ti − φh|Tj ) · nij
∫
∂Tij
(Πhu− u) ❞σ + (f − fh, φh)✭✻✳✺✮
✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ❡❞❣❡s ∂Tij s❡♣❛r❛t✐♥❣ tr✐❛♥❣❧❡s Ti ❛♥❞ Tj ♦❢ t❤❡
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r nij ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂Tij ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t✇❛r❞ Ti✳
◆♦✇✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ u ❜✉t uh✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✇❡
✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ u ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Hh(uh) ✐♥ Vh ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
♦❢ uh✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③✲❩❤✉✲t②♣❡ ✭❬✽✹❪✮ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
t❤❡ s❡✈❡♥t❤ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ ❬✻✷❪✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ Πhu−u ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ eij
❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛t ❜♦t❤ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ eij ❛♥❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡
✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ eij ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ Hh(uh)✳ ❲❡ r❡♣❧❛❝❡ Πhu − u ❜② π¯huh − uh ✇❤❡r❡
π¯huh − uh ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡ ij ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∀ x ∈ eij , (π¯huh − uh)(x) = 1
2
(Hh(uh)(xi) +Hh(uh)(xj))(x− xi)(x− xj)
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ♠✐❞✲❡❞❣❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ ♦❢ Ωh✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ ✐♥ t❤❡
s❡q✉❡❧✱ t❤❛t ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛♣♣❧② ❛ s✐♠✐❧❛r ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ f − fh t❡r♠✱ f − fh ≈
−(πhfh − fh) ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ♦✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦rr❡❝t♦r ❜②✿
a(u¯′prio, φh) =∑
∂Tij
(
1
ρ
∇φh|Ti −∇φh|Tj ) · nij
∫
∂Tij
(π¯huh − uh) ❞σ − (φh, π¯hfh − fh).✭✻✳✻✮
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♦✉r ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❝t♦r ❜②✿
u′prio = u¯
′
prio − (π¯huh − uh) ✭✻✳✼✮
❜✉✐❧t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t✿
u′prio ≈ u− uh.
❚❤✐s ❝♦rr❡❝t♦r ✐s ❡❛s② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜✉t ♦❢ ❛ ♣r✐♦r✐ ❧♦✇ ❛❝❝✉r❛❝②✳
✻✳✹✳✸ ❋✐♥❡r✲❣r✐❞ ❞❡❢❡❝t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥
❆ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t♦r r❡❧✐❡s ♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s ✜♥❡r ❣r✐❞✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ✐ts ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♠❡s❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡s❤
Ωh ✉♥❞❡r st✉❞②✱ ♦❢ s✐③❡ h✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r ❛ str✐❝t❧② t✇♦✲t✐♠❡s
✜♥❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❡s❤ Ωh/2 ❛♥❞✱ ❢♦r ♦✉r s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ s❝❤❡♠❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛
s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡✿
uh = A
−1
h fh , uh/2 = A
−1
h/2fh/2 ⇒ u− uh/2 ≈
1
4
(u− uh) ✭✻✳✽✮
✇❤❡r❡ uh ❛♥❞ uh/2 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ Ωh ❛♥❞ Ωh/2✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦✿
Πhu−Πhuh/2 ≈
1
4
(Πhu− uh).
❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥❡r✲❣r✐❞ ❉❡❢❡❝t✲❈♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❉❈✮ ❝♦rr❡❝t♦r ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿
Ahu¯
′
DC =
4
3
Rh/2→h(Ah/2Ph→h/2uh − fh/2) ✭✻✳✾✮
✻✳✺✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✾✸
✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ tr❛♥s❢❡r Rh/2→h ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ♦♥ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞ ✈❡rt✐❝❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s
❛t ✜♥❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝♦❛rs❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❜❛r②❝❡♥tr✐❝ ✇❡✐❣❤ts
❛♥❞ Ph→h/2 ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡s ❝♦❛rs❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ✜♥❡ ♠❡s❤✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧
s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✱ st❛t❡♠❡♥t ✭✻✳✽✮ ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❤✐♥ts
t❤❛t ✐t ❤♦❧❞s ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✺✾❪✳
❚❤❡ ❉❈ ❝♦rr❡❝t♦r u¯′DC ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s Πhu−uh ✐♥st❡❛❞ ♦❢ u−uh ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞
❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✿
u′DC = u¯
′
DC − (πhuh − uh). ✭✻✳✶✵✮
✻✳✺ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
▼❛✐♥ ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t❡❞ ❜② r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤✳
✻✳✺✳✶ ▼❡s❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤❡s ❜② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥
♠❡tr✐❝ ✜❡❧❞s✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❛♣♣❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝s✱ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦
❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ M ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝ ✜❡❧❞ ❬✶✻❪ M = (M(x))x∈Ω
✇❤❡r❡ M(x) ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ 3× 3 ♠❛tr✐①✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
M ❛s✿
C(M) =
∫
Ω
√
det(M(x)) dx.
●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤M✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s❛② t❤❛t ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤H ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥
Ω ✐s ❛ ✉♥✐t ♠❡s❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ M ✐❢ ❡❛❝❤ tr✐❛♥❣❧❡ K ∈ H✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❧✐st ♦❢
❡❞❣❡s (aibi)i=1...3✱ ✈❡r✐✜❡s✿
∀i ∈ [1, 3],
∫ 1
0
√
taibi M(ai + taibi) aibi dt ∈
[
1√
2
,
√
2
]
.
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐❧❧ tr② t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♠❡tr✐❝M ❢r♦♠ ❛♥ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤
✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❡s❤ s✐③❡✳
✻✳✺✳✷ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝
▲❡t u ❜❡ ❛♥② s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Ω✳ ▲❡t M ❜❡ ❛ ♠❡s❤✴♠❡tr✐❝
♦❢ Ω✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ M r❡♣❧❛❝❡s h ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♠❡s❤❡sM ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ♥♦❞❡s ❢♦r ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❡rr♦r ❜② ✐ts ♠❛✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♣❛rt✳ ❚❤❡ P 1 ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r |ΠMu− u|
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ u ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ M ❜②
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✿
|ΠMu− u| ≈ |u− πMu|
✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
✇✐t❤✿
|u− πMu|(x) = 1
10
tr❛❝❡(M− 12 (x) |Hu(x)|M−
1
2 (x)) ✭✻✳✶✶✮
✇❤❡r❡ |Hu| ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ Hu ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠✿
‖u− πMu‖Lp(Ωh) =
(∫
Ω
(
tr❛❝❡
(M− 12 (x)|Hu(x)|M− 12 (x)))p dx
) 1
p
, ✭✻✳✶✷✮
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r N ✳ ❆❢t❡r s♦❧✈✐♥❣
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✷✺✱ ✷✱ ✼✼❪✮✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ✉♥✐q✉❡
♦♣t✐♠❛❧ (MLp(x))x∈Ω ❛s✿
MLp = Kp(Hu) ✇✐t❤
Kp(Hu) = DLp (det |Hu|)
−1
2p+2 |Hu| ❛♥❞ DLp = N
(∫
Ω
(det |Hu|)
p
2p+2
)−1
, ✭✻✳✶✸✮
✇❤❡r❡ DLp ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ s❡t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ✇✐t❤
❝♦♠♣❧❡①✐t② N ❛♥❞ (det |Hu|)
−1
2p+2 ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ Lp ♥♦r♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ P❛rt✐❛❧
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜✉t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥ uM ✐s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭✻✳✶✶✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞
❜②✿
|uM − πMuM|(x) = 1
10
tr❛❝❡(M− 12 (x) |HuM(x)|M−
1
2 (x)) ✭✻✳✶✹✮
✇❤❡r❡ HuM ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❍❡ss✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ st❛t❡♠❡♥t ✭✼✳✶✷✮ ❞❡✜♥❡s ❞✐r❡❝t❧②
❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s♦❧✈✐♥❣ ✭✼✳✶✷✮ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
✐✳❡✳ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ✭♠❡s❤✱ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❞❡♥♦t❡❞ (HM, uM) ❛♥❞
✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✿
❙t❡♣ ✶✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ uM ♦♥ ♠❡s❤ HM✱
❙t❡♣ ✷✿ ❝♦♠♣✉t❡ s❡♥s♦r sM = s(uM) ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ Moptinter = Kp(HM(sM))✱
❙t❡♣ ✸✿ ♣✉t M =Moptinter✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡s❤ HM = HMoptinter ❛♥❞ ❣♦ t♦ ✶✱ ✉♥t✐❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ s ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❍❡ss✐❛♥ HM(sM)✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❝❤✲r❡❝♦✈❡r② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✻✷❪✳
■♥ ♦✉r ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ L2 ❝❛s❡✱ p = 2✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Kp ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❢♦r p = 1✳
✻✳✻✳ ■♠♣❧✐❝✐t ❛ ♣r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ✾✺
✻✳✻ ■♠♣❧✐❝✐t ❛ ♣r✐♦r✐ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛ ❝♦rr❡❝t♦r ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✱ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ❡❛s✐❡r ❡rr♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
♦❢ ✐ts ♥♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝✳ ■♥ ♦✉r P❉❊ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡
❤❡♥❝❡❢♦r✇❛r❞ r❡♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① h ❜② t❤❡ ✐♥❞❡① M ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ❢♦r
❛♥② ✉♥✐t ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ M✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ✭✼✳✺✮ t❤❡♥ ✇r✐t❡s✿
∀ φ ∈ VM, a(ΠMu− uM, φ) =∑
∂Tij
1
ρ
(∇φ|Ti −∇φ|Tj ) · nij
∫
∂Tij
(ΠMu− u) ❞σ − (φ,ΠMf − f) ✭✻✳✶✺✮
✇❤❡r❡ Tij ❛r❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛ ✉♥✐t ♠❡s❤ ❢♦r M ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦rr❡❝t♦r ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥✿
a(u¯′prio, φ) = K(M, φ, uM) ∀ φ ∈ VM ✇✐t❤
K(M, φ, uM) =
∑
∂Tij
1
ρ
(∇φ|Ti −∇φ|Tj ) · nij
∫
∂Tij
(πMuM − uM) ❞σ
− (φ, πMf − f),
u′prio = u¯
′
prio − (πMuM − uM). ✭✻✳✶✻✮
❲❡ ♥♦✇ r❡st❛rt ❢r♦♠ ✭✼✳✺✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡♥ ✐♥ ❬✶✸❪✿
▲❡♠♠❛ ✻✳✻✳✶
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r ❛♥②
s♠♦♦t❤ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s (u, φ)✱ ✇❤❡r❡ u ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✶✮✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞✿
|
∫
Ω
1
ρ
∇(u−ΠMu)∇ΠMϕ❞x|  K
∫
Ω
1
ρ
ρ¯(H(ϕ)) |u−ΠMu|❞x ✭✻✳✶✼✮
✇❤❡r❡ A  B ❤♦❧❞s ❢♦r ❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✈❛❧✐❞✱ ✐✳❡✳ A ≤ B + o(A)✳
❊①♣r❡ss✐♦♥ ρ¯(H(ϕ)) ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✭✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥
H(ϕ) ♦❢ ϕ✳ 
❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t✇♦ ✇❛②s ✐♥ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡✳
✻✳✼ ❊q✉❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
✻✳✼✳✶ ❙❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t ✏❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞✑ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r δjgoal(M) ❞♦♥❡ ✐♥
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t j = (g, u) ✱ ❡rr♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
δjgoal(M) = |(g, u− uM)| = |(g,ΠMu− uM + u−ΠMu)|. ✭✻✳✶✽✮
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ u∗g,M✿
∀ψM ∈ VM, a(ψM, u∗g,M) = (ψM, g). ✭✻✳✶✾✮
✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❚❤❡♥✿
(g,ΠMu− uM + u−ΠMu) = a(ΠMu− uM, u∗g,M) + (g, u−ΠMu)
❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ✭✻✳✸✮✱
(g,ΠMu−uM+u−ΠMu) = a(ΠMu−u, u∗g,M)+ (f −ΠMf, u∗g,M)+ (g, u−ΠMu)
t❤✉s
δjgoal(M) ≈ |a(ΠMu− u, u∗g,M) + (f −ΠMf, u∗g,M) + (g, u−ΠMu)|
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t u ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ΠMu− u✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡r♠ ♦❢
t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✷✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐✳❡✳ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✭✻✳✶✹✮✿
δjgoal(M)  |a(ΠMu− u, u∗g,M)|+ |(f −ΠMf, u∗g,M)|+ |g||πMuM − uM|
❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ΠMu− u t❡r♠✱ ✇❡ ✜rst ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✻✳✻✳✶ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❲❡ ❣❡t
δjgoal(M) 
∫
Ω
( [1
ρ
ρ¯(H(u∗g,M)) + |g|
] |πMuM − uM| + |u∗g,M| |πMf − f |
)
❞Ω.
■t ✐s t❤❡♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ tr② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❘❍❙ ♦❢ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
▲❍❙✳ ❇✉t t❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s st✐❧❧ s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝② ♦❢ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡
u∗g,M ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦M✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜② ❢r❡❡③✐♥❣✱ ❞✉r✐♥❣
❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r M✱ u∗g,M ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✐ts ✭♥♦♥✲③❡r♦✮ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♠✐t ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♠✉❝❤
❛✛❡❝t❡❞✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦rs |πMuM − uM| ❛♥❞ |πMf − f |✳ ❲❡
t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ M0✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠✿
min
M
∫
Ω
( [1
ρ
ρ¯(H(u∗g,M0)) + |g|
] |πMuM − uM| + |u∗g,M0 | |πMf − f |
)
❞Ω.
❚❤✐s ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠✿
Mopt,M0 = argminM
|tr(M−1/2
([1
ρ
ρ¯H(u∗g,M0) + |g|
]|Hu|+ |u∗g,M0 ||Hf |
)
M−1/2)|.
❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞✱
Hgoal,0 = [
1
ρ
ρ¯(H(u∗g,M0)) + |g|] |Hu| + |u∗g,M0 | |Hf |
✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞
❣❡t✿
Mopt,M0 = K1( [
1
ρ
ρ¯(H(u∗g,M0)) + |g|] |Hu| + |u∗g,M0 | |Hf |)
✻✳✼✳ ❊q✉❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✾✼
✇❤❡r❡ K1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✶✷✮✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t
❧♦♦♣ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢✿
Mopt,goal = K1( [1
ρ
ρ¯(H(u∗g,Mopt,goal)) + |g|] |Hu| + |u∗g,Mopt,goal | |Hf |).
▲❡t ✉s ♣r❡❝✐s❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞✿
❙t❡♣ ✶✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡ uM ♦♥ ♠❡s❤ HM✱
❙t❡♣ ✷✿ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ u∗M✱
❙t❡♣ ✸✿ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ Moptgoal(uM)✱
❙t❡♣ ✹✿ ♣✉t M =Moptgoal(uM)✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡s❤ HM = HMopt
goal
(uM)
❛♥❞ ❣♦ t♦
✶✱ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ●❛s ❉②♥❛♠✐❝s ✐s st✉❞✐❡❞
✐♥ ❬✺✼❪ ❢♦r t❤❡ st❡❛❞② ❝❛s❡ ❛♥❞ ✐♥ ❬✶✺❪ ❢♦r t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ❝❛s❡✳
✻✳✼✳✷ ◆♦r♠✲❜❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♠❡s❤ M✿
δj(M) = ||u− uM||2L2(Ω). ✭✻✳✷✵✮
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ gM = u− uM✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥✿
δj(M) = (gM, u− uM). ✭✻✳✷✶✮
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ u∗M✿
∀ψM ∈ VM, a(ψM, u∗M) = (ψM, gM). ✭✻✳✷✷✮
❚❤❡♥✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✉♠ ♣r♦❜❧❡♠✳
min
M
∫
Ω
( [1
ρ
ρ¯(H(u∗M)) + |gM|
] |πMuM − uM| + |u∗M| |πMf − f |
)
❞Ω.
❊①❛❝t❧② ❛s ❢♦r ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✼✳✶✱ ✇❡ ❢r❡❡③❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡✳
min
M
∫
Ω
( [1
ρ
ρ¯(H(u∗M0)) + |gM|
] |πMuM − uM| + |u∗M0 | |πMf − f |
)
❞Ω.
Mopt,M0 = K1( [
1
ρ
ρ¯(H(u∗M0)) + |gM|] |Hu| + |u∗M0 | |Hf |).
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ gM ❘❍❙ ✐♥ ✭✼✳✷✹✲✼✳✷✻✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r u′prio,M✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ✜♥❛❧ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦♣t✐♠✉♠ Mopt,norm✱ ✇❡ ❛♣♣❧②✿
✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❙t❡♣ ✶✿ ✜rst s♦❧✈❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ❝♦rr❡❝t♦r s②st❡♠✿
a(u¯′prio,M, φ) =∑
∂Tij
(∇φ|Ti −∇φ|Tj ) · nij
∫
∂Tij
(πMuM − uM) ❞σ − (φ, πMfM − fM). ✭✻✳✷✸✮
✇❤❡r❡ ♠❡s❤ ✐s ✉♥✐t ❢♦r M ❛♥❞ πMuM − uM ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞
❍❡ss✐❛♥✱ ❛s ✐♥ ✭✻✳✻✮✳
P✉t u′prio,M = u¯
′
prio,M − (πMuM − uM)✳
❙t❡♣ ✷✿ ❚❤❡♥✱ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t s②st❡♠✿
a(ψ, u∗prio,M) = (u
′
prio,M, ψ). ✭✻✳✷✹✮
❙t❡♣ ✸✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♣✉t✿
M(α+1) = K1([|u′prio|+
1
ρ
ρ¯H(u∗prio)] |HuM |+ |u∗prio||Hf |) ✭✻✳✷✺✮
t❤❡ t❤r❡❡✲st❡♣ ♣r♦❝❡ss ❜❡✐♥❣ r❡✲✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ✇❡ ❣❡t ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t Mopt,norm =
M(∞)✳
❚❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❡①tr❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛ ❜❛s✐❝ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❡①tr❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❘❡♠❛r❦✿ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡s❡ ❛✉①✐❧✐❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❞❥♦✐♥t ✭❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s
✐t ✇❤❡♥ ♠❡s❤ ✐s r❡✜♥❡❞✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦rr❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ③❡r♦✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ♦✉r ❞❛t❛ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡❣✉❧❛r ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❆✉❜✐♥✲◆✐ts❝❤❡
L2 ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r L2 ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ ❡①❛❝t ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ |uM − u|L2 = O(h2)✳ ❚❤✐s t❡♥❞s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♦✉r ❝♦rr❡❝t♦r
♥♦r♠ |u′prio,M|L2 ✐s ❛❧s♦ O(h2)✳ ❲❡ ✇r✐t❡ t❤✐s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s
❢♦r ♠❡tr✐❝ M ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
|u′prio,M| = O(N−1).
❋✉rt❤❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✿
u′prio,M ≈ N−1u′prio ✭✻✳✷✻✮
✇❤❡r❡ u′prio ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ✭❛ss✉♠❡❞ t♦ ❡①✐st✮ ♦❢ Nu
′
prio,M ✇❤❡♥ ♠❡s❤ ✐s r❡✜♥❡❞✳ ❙✐♠✐✲
❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣✉t✿
u∗prio,M ≈ N−1u∗prio. ✭✻✳✷✼✮
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ ♣❛ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❡s❤M1 ✇✐t❤ N1 ✈❡rt✐❝❡s✱M2 ✇✐t❤ N2 ✈❡rt✐❝❡s✱
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ u′prio,M2 ❛♥❞ u
∗
prio,M2 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
u′prio,M2 ≈
N1
N2
u′prio,M1 ; u
∗
prio,M2 ≈
N1
N2
u∗prio,M1 . ✭✻✳✷✽✮
✻✳✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✾✾
✻✳✽ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
❲❡ r❡str✐❝t ♦✉r st✉❞② t♦ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡
❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦❞✉❝❡ L2 ❝♦♥✈❡r❣❡♥t
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭✇✐t❤ p = 2✮✱
✐s ❥✉st ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ✉s✉❛❧ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✱
♦✉r ♥♦✈❡❧ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ L2
❡rr♦r ♥♦r♠✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✼❪ ❛♥❞ ❬✶✺❪✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② r❡♠❛r❦❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐s ❞❡✜♥✐t✐✈❡❧② q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✳
✻✳✽✳✶ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s
■♥ ❬✷✷❪✱ ❛ ♠❡s❤✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❢✉❧❧✲♠✉❧t✐❣r✐❞ ✭❋▼●✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲
❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ s❤♦rt t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♦♣t✐♦♥✳ ❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs Nk ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❢r♦♠
❛ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ t♦ ✜♥❡r ♦♥❡ N0 = N,N1 = 4N,N2 = 16N,N3 = 64N, ...✳ ❋♦r ❡❛❝❤
♠❡s❤ s✐③❡ Nk✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤❡s ♦❢ s✐③❡ Nk ✐s ❜✉✐❧t ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦♦♣✿
✭✶✮ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱
✭✷✮ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝✱
✭✸✮ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤✳
■♥ ✭✶✮✱ ❛ ♠✉❧t✐✲❣r✐❞ ❱✲❝②❝❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ ✭✷✮✱ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ✐♥ ❬✺✼❪✳ ❲❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦❢ ♠❡s❤✱
❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❥♦② ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆ ♣r❡s❝r✐❜❡❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✹ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♠❡s❤ ✜♥❡♥❡ss Nk✳
❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧♦♦♣ t♦ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❍❡ss✐❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜②✿
✲ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r✱ ✉s✐♥❣ ▼● ❛♥❞✱ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t♦ ❝✉rr❡♥t ♠❡s❤ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✻✳✷✽✮✱
✲ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✱ ✉s✐♥❣ ▼● ❛♥❞✱ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ t♦ ❝✉rr❡♥t ♠❡s❤ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✻✳✷✽✮✱
✲ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✷✺✮✳
▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss ❝♦♠♣✉t❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t♦r ♦❢ ❬✷✷❪✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❋▼● ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✈❡❞ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r st✉❞②✱ u = A−1f ✳ ■t ✐s
t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❥♦② ❛ ❜❡tt❡r ❛♥❞ ❜❡tt❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ❬✷✷❪✱ t♦
s❤♦✇ t❤❛t ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡s ❧❛r❣❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t✐♠❡✳
✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❋✉❧❧② ✷❉ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡ ✿ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥✈♦❧✈❡s t❤r❡❡ s②st❡♠s t♦ s♦❧✈❡✿
✭✶✮ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r st✉❞②✱ u = A−1f ✱ ✭✷✮ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r s②st❡♠✱ ✭✸✮ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t
s②st❡♠✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦r ♦♥❡ t❡st ❝❛s❡✳
✻✳✽✳✷ ✷❉ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r
❚❤✐s t❡st ❝❛s❡ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✸✽❪✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ −∆u = f ✐♥
]0, 1[×]0, 1[ ✇✐t❤ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ f ❝❤♦s❡♥ ❢♦r
❤❛✈✐♥❣✿
u(x, y) = [1− e−αx − (1− e−α)x]4y(1− y).
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ 100✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❇❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ❝♦rr❡❝t♦rs✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ 161 × 161 ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ❛♥❞
s❤♦✇✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ t❤❡ ❝✉t ♦❢ u − uh ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t ♦❢
u′✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❝t♦r ❞♦❡s ✐ts ❥♦❜ ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❝t ❜✉t ✐♥❛❝❝✉r❛t❡
♠❛♥♥❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❉❈ ♦♥❡ ✐s r❛t❤❡r ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❉❈
❝♦rr❡❝t♦r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✉♠❡ ♥♦t❛❜❧② ♠♦r❡ ❈P❯ t❤❛♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ❦❡❡♣ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❡st ❝❛s❡✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛ s❡t
♦❢ ❋▼● ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❡st ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✱ ❢r♦♠ ✶✷✵ ✈❡rt✐❝❡s t♦ ✸✵✱✵✵✵
✻✳✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✵✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❋✉❧❧② ✷❉ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡ ✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ❝✉ts ❢♦r y =
0.5✿ ♣❧✉s s✐❣♥s (+) ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r u − uh ❛♥❞ ❝r♦ss❡s (×) ❞❡♣✐❝t
t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❝t♦r u′prio✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t ❛❜♦✉t ✻✵✪ ♦❢ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❋✉❧❧② ✷❉ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡ ✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ❝✉ts ❢♦r y = 0.5✿
♣❧✉s s✐❣♥s (+) ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r u − uh ❛♥❞ ❝r♦ss❡s (×) ❞❡♣✐❝t t❤❡
❉❡❢❡❝t✲❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t♦r u′DC ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t ❛❜♦✉t ✾✺✪ ♦❢ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳
✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❣✐✈❡s t❤❡ L2✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r |u− uh|L2
♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ■ts ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ✭❛✮ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✲♠❡s❤ ❋▼●✱ ✭❜✮
✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳
❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛rr② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✉♥✐❢♦r♠✲❣r✐❞ ❋▼● ✭25921 ✈❡rt✐❝❡s ♦♥ ✜♥❡st ♠❡s❤✮✳ ❋♦r ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✭32318✮✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡rr♦r ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② 47✳
❚❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦♣t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② 208 ✇✐t❤ 29485
✈❡rt✐❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❋✉❧❧② ✷❉ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♥♦r♠ |u−
uh|L2 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r ✭+✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱
✭×✮ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭∗✮ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳
❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦rs ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❝♦rr❡❝t♦r ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② u−uh✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❛t ❧❛tt❡r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ❛ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇
t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡
t❤r❡❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡
t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦rr❡❝t♦rs✳
▲❛st❧②✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✉s✉❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✲
✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦r
u−uh ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦rr❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r❡❞
✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ s❤♦✇s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❡rr♦r
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡rr♦r✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
✐s ✉s❡❢✉❧✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❋♦r t❤❡ ✜♥❡r ♠❡s❤ ♦❢ 30, 000 ✈❡rt✐❝❡s✱
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ✐s 2.14 10−5 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡rr♦r ✐s 4.31 10−5✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
♠♦st ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s s♦♠❡✇❤❛t ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✭s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❡rr♦r✮✳
✻✳✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✵✸
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❋✉❧❧② ✷❉ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭×✮ t❤❡ ❛
♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❝t♦r ♦r ♦♥ t❤❡ ✭∗✮ ❉❡❢❡❝t✲❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦♥❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✭✮ ❛ ✈✐rt✉❛❧
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② u− uh✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❋✉❧❧② ✷❉ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r
♥♦r♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ✭×✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❡rr♦r ♥♦r♠ ✭+✮✳
✻✳✽✳✸ ❇✉❜❜❧❡✲❧✐❦❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐❝❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ❡q✉❛❧
t♦ 1 ♦♥ ❛ ❞✐s❦ ❛♥❞ t♦ 0 ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡
♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲✢✉✐❞ ✢♦✇ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✐s
✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❛ ❉✐r❛❝ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❲❡ s♠♦♦t❤ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ε ♦❢ ❛♥
❛♥♥✉❧❛r r❡❣✐♦♥ s❡♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✭♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞✐s❦✱ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞✐s❦✮ ❛♥❞
✐♥ ✇❤✐❝❤ u ✐s s♠♦♦t❤❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ 0 t♦ 1 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳ ■❢ (x, y) ✐s ❧♦❝❛t❡❞
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❈✐r❝✉❧❛r✲t❡st✲❝❛s❡✲❞♦♠❛✐♥✿ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u✳
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛♥♥✉❧❛r r❡❣✐♦♥✱ u(x, y) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✿ u(x, y) = 12 +
1
2sin(
πψ
ε )
✇✐t❤ ψ = 0.25 −
√
(xC − x)2 + (yC − y)2✳ ❋r♦♠ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ f
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❡s❤✱ ✈❡rt❡① ✈❛❧✉❡s ♦❢ fh ❛r❡ ✐♥t❡r❧♦♣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝
f ✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❢♦r r❛t❤❡r ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s✱ t❤❡ ③♦♥❡ ✇❤❡r❡ f ✐s ♥♦t ③❡r♦ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧②
♠✐ss❡❞ ❛♥❞ fh ❝❛♥ ❜❡ ③❡r♦ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ f ✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ✜rst ❛ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ε = 0.1✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ uh ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡st ❝❛s❡✱ ✇❡ ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❈✐r❝✉❧❛r ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡✿ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ uh✳
✻✳✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✵✺
❝♦rr❡❝t♦r✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ 161× 161 ❛♥❞ s❤♦✇✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✵✱ t❤❡ ❝✉t ♦❢ u− uh ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉t ❛❢t❡r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s u− uh − u′h✳
❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❉❡❢❡❝t✲❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t♦rs ❞♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❥♦❜✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❚❤✐❝❦ ❜✉❜❜❧❡ ❝❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✭+✮ ❡rr♦r u − uh ❛♥❞ ✭×✮ ❛ ♣r✐♦r✐
❝♦rr❡❝t♦r✳
❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ st❛♥❞❛r❞ ❋▼●✱ ❍❡ss✐❛♥✲
❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ❛♥❞ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳ ❋♦r t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝② ❢♦r ❛ s❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ✜♥❡r ♠❡s❤❡s✱ ✜♥✐s❤✐♥❣
✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♥♦r♠✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✇❛② ✇✐t❤ ❛ ✜✈❡ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r ❡rr♦r
t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❡✜♥❡♠❡♥t✳
✻✳✽✳✹ ❇✉❜❜❧❡✲❧✐❦❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ st❡❡♣❡r ❣r❛❞✐❡♥ts✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ t❤✐♥♥❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✿ ε = 0.02✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r②
t❤✐♥ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ f ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ s✐③❡✱
t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s st❛rt ✇✐t❤ ❛ ③❡r♦ fh✳ ❚❤❡♥✱ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦r ✉♥✐❢♦r♠
r❡✜♥❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ s❡✈❡r❛❧ ✉♥✐ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❋▼●
s❤♦✇s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s❧♦♣❡ ❜✉t t❤❡ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✉❣❡✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ t❤❡ t❤✐❝❦✲❜✉❜❜❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛② ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❋▼●
✇✐❧❧ ❜❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❛ 0.1 ✪ ❡rr♦r ♠❛②
❜❡ ♥♦t ❛tt❛✐♥❡❞ ❢♦r ♠❡s❤❡s ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵ ♠✐❧❧✐♦♥s ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ✜♥❛❧
✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❚❤✐❝❦ ❜✉❜❜❧❡ ❝❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✭+✮ ❡rr♦r u − uh ❛♥❞ ✭×✮ ❉❡❢❡❝t✲
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t♦r✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❚❤✐❝❦ ❜✉❜❜❧❡ t❡st ❝❛s❡✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♥♦r♠ |u − uh|L2 ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r ✭+✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭×✮
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ❛♥❞ ✭∗✮ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳
r❡s✉❧t ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜❡tt❡r ❜✉t ❣❧♦❜❛❧❧② ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
st❛rts ❝❤❛♦t✐❝❧② ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❢♦r ♠❡s❤❡s ✜♥❡r t❤❛♥ 2000
✻✳✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✵✼
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❚❤✐♥ ❜✉❜❜❧❡ ❝❛s❡✿ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥ uh✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❚❤✐♥ ❜✉❜❜❧❡ ❝❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✭+✮ ❡rr♦r u − uh ❛♥❞ ✭×✮ ❛ ♣r✐♦r✐
❝♦rr❡❝t♦r✳
✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ L2 ❡rr♦rs ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ 0.17589 ✇✐t❤ 25921
✈❡rt✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❋▼●✱ 0.03773 ✇✐t❤ 32127 ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛♥❞ 0.000585 ❢♦r 29742 ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ 300
t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜rst r❡s✉❧t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
t❤r❡❡ ❜✉❜❜❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✱ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❋▼● ✭r❡s✉❧ts ♦❢ t♦♣ r❛♥❣❡✮
✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡✈❡♥ ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ 6561 ✈❡rt✐❝❡s✳ ❖♥❧② t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r 25921 ✈❡rt✐❝❡s ✐s r❛t❤❡r ❣♦♦❞✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r L1 ♥♦r♠ ♦❢ 0.50 ❜✉t ✇✐t❤
✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❚❤✐♥ ❜✉❜❜❧❡ ❝❛s❡✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✭+✮ ❡rr♦r u − uh ❛♥❞ ✭×✮ ❉❡❢❡❝t✲
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t♦r✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❚❤✐♥ ❜✉❜❜❧❡ t❡st ❝❛s❡✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♥♦r♠ |u − uh|L2 ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r ✭+✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭×✮
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ❛♥❞ ✭∗✮ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❜✉❜❜❧❡s s❤♦✇✐♥❣ st✐❧❧ 10✪ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞
♠❡s❤✲❛❞❛♣t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✭❜♦tt♦♠ r❛♥❣❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✮ s❤♦✇ ❛ ❢❛st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋♦r
1681 ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t② ❛s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ 25921✲✈❡rt✐❝❡s ♦♥❡
✭❡rr♦r ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r✱ 0.54✮✳ ❋♦r 6561 ❛♥❞ 25921 ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② s❡❡♠s
❣♦♦❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t✇♦✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
✻✳✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✵✾
t❤❛t t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❜✉❜❜❧❡ t❡st ❝❛s❡✿ t♦♣✿ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✹✹✶✱
✶✻✽✶✱✻✺✻✶✱ ✷✺✾✷✶ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞✱ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛❜♦✉t t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✭♣❛❧❡tt❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭0.✮ ❛♥❞
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭1.✮ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳
✻✳✽✳✺ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❚❤✐s t❡st ❝❛s❡ ❡①❡♠♣❧✐✜❡s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲✢✉✐❞
✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ρ1 ❛♥❞ ρ2 ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✽❪✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ P♦✐ss♦♥ −div(1ρ∇u) = rhs ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❛❦✐♥❣ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s 1/ρ1 ❛♥❞ 1/ρ2 ♦♥ t✇♦ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s Ω1 ❛♥❞ Ω2 s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛♥
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s P❉❊
✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜✉t ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦r♠❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s s✐♥❝❡✿
1/ρ1∇u1 · n = 1/ρ2∇u2 · n
✇❤❡r❡ u1 ❛♥❞ u2 ❛r❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ♦♥ Ω1 ❛♥❞ Ω2✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
u|Ωi = ui = αi + βi(x2 + y2) i = 1, 2.
✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❜✉❜❜❧❡ t❡st ❝❛s❡✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♥♦r♠ |u − uh|L2
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r ✭+✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭×✮
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ❛♥❞ ✭∗✮ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳
❋✉rt❤❡r✱ Ω2 ✐s t❤❡ ❞✐s❦ ♦❢ ❝❡♥t❡r (0.5, 0.5) ❛♥❞ ♦❢ r❛❞✐✉s 0.2 ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ ]0, 1[×]0, 1[ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿
1/ρ1 = 1000. ; α1 = 1.23579... ; β1 = −2.47158...
1/ρ2 = 1. ; α2 = 100. ; β2 = −2471.58... ✭✻✳✷✾✮
❚❤✐s ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✳ ■♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♣♣❡❛rs ♦♥❧② ❛s
✈❛❧✉❡s ♦❢ 1/ρ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r✐❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉ts ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✾ ❛♥❞ ✻✳✷✵✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛❝② ✐s s♦♠❡✇❤❛t
❛ ❞✐s❛st❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❛s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦rs ♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❡rr♦r✱
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✳ ❆ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛♥❞
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t ♠❡s❤
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭❝r♦ss❡s +✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r❞❡r ✐s ❛r♦✉♥❞ 1✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❜♦✉t t✇♦✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✉s✉❛❧ ❜♦♥✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪✳ ❆ s❤♦rt ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s
♣r♦♣❡rt② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✷❪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❢♦r ❈P❯✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❣✐✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❈P❯✳
❚❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡
❋▼● ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❡rr♦r ♦❢ ❛❜♦✉t 0.06 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ 100000 ✈❡rt✐❝❡s ❛❢t❡r 25000
s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈P❯✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛❧s♦ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ❬✷✷❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ▼● ✐s ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ st♦♣♣✐♥❣
✻✳✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✶✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ s❦❡t❝❤ ♦❢ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✭+✮ ❡rr♦r
u− uh ❛♥❞ ✭×✮ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❝t♦r✳
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ r❡♠❡s❤✐♥❣ ❛♥❞ r❡✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ✐s
♦♥❧② ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● t✐♠❡✱ ❢♦r ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ 0.001−0.002✱ ❛t ❧❡❛st
30 t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡ ❈P❯ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ✐s ❛❜♦✉t t❡♥ t✐♠❡s t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● t✐♠❡✱ ❢♦r ❛♥
❡rr♦r ♦❢ 0.001✳ ❆❢t❡r 25000 s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈P❯✱ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❛❜♦✉t 10 t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✭+✮ ❡rr♦r
u− uh ❛♥❞ ✭×✮ ❉❡❢❡❝t✲❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t♦r✳
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ❛t s❛♠❡ t✐♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
✭×✮ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❝t♦r ♦r ♦♥ t❤❡ ✭∗✮ ❉❡❢❡❝t✲❈♦rr❡❝t✐♦♥ ♦♥❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ✭✮
❛ ✈✐rt✉❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② u− uh✳
✻✳✽✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✶✸
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡rr♦r ♥♦r♠ |u − uh|L2 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r ✭+✮
♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭×✮ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ❛♥❞ ✭∗✮ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ✿
❈P❯ t✐♠❡ ❢♦r ✭+✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭×✮ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ❛♥❞
✭∗✮ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳
✻✳✽✳✻ ❆ ✶❉ ❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r
❚❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s s❤♦✇♥ ❛ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❛❧❧ t❡st ❝❛s❡s ✇❡ tr✐❡❞ ❡①❝❡♣t ♦♥❡
✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹✿ ✶❉ ❇♦✉♥❞❛r② ▲❛②❡r✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ❝✉ts ❢♦r y = 0.5✿ ♣❧✉s s✐❣♥s
(+) ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r u − uh ❛♥❞ ❝r♦ss❡s (×) ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐
❝♦rr❡❝t♦r u′prio✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t ❛❜♦✉t ✺✺✪ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡rr♦r✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺✿ ✶❉ ❇♦✉♥❞❛r② ▲❛②❡r✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡rr♦r ❝✉ts ❢♦r y = 0.5✿ ♣❧✉s s✐❣♥s (+)
❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r u− uh ❛♥❞ ❝r♦ss❡s (×) ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❉❡❢❡❝t✲❈♦rr❡❝t✐♦♥
❝♦rr❡❝t♦r u′DC ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t ❛❜♦✉t ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡rr♦r✳
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦✇✳ ■t ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ✶❉ s♦❧✉t✐♦♥✿ u(x, y) = u(x)
♦❢ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲◆❡✉♠❛♥♥ ♣r♦❜❧❡♠ −∆u = rhs ✇✐t❤
rhs(x, y) = (α2(exp(1/α)− 1))−1exp(x/α) ; α = 0.03.
✻✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✶✺
❲❡ ❝❤❡❝❦ ✜rst t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦rs✳ ❇♦t❤ s❡❡♠ ❛❞❡q✉❛t❡ ♦♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✇✐t❤
❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝✉t ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻✱ t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢
✵✳✵✵✸ ✭30000 ✈❡rt✐❝❡s✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ❜❡✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞
♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛ 10−7 ❡rr♦r ❧❡✈❡❧✱ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞
♠✐❧❧✐♦♥s ✈❡rt✐❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✇✐t❤ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤❡s✳ ❆ s❡❝♦♥❞
❝✉r✈❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ✇✐t❤ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐s ✜rst✲♦r❞❡r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❡❛rs
✇✐t❤ ♦✉r ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ❞❡❡♣❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ f ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② x = 1✳ ■t
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❜② t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t u∗✱ ✇❤✐❝❤
✐s ③❡r♦ ❛t t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ r❡♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦♣t✐♠✉♠ ♠❡tr✐❝ ❜②
✐ts ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ f ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✐♠♣r♦✈❡❞ ❛ ❧♦t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❝❛s❡s ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻✿ ✶❉ ❇♦✉♥❞❛r② ▲❛②❡r✿ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♥♦r♠ |u − uh|L2 ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦r ✭+✮ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭×✮
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ✭∗✮ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ ❛♥❞ ✭♦✮ ♥♦r♠✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ✇✐t❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❘❍❙ ❍❡ss✐❛♥✳
✻✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ ❛ ✇❡❧❧ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡✱ ❤❡r❡ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❋❊▼✱ ❛♥❞ ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛
♥♦r♠✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❡s❤ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❛t
♥♦r♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡
tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧✲
♣♦s❡❞✳ ■t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s✳
❆ ❝♦rr❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦r✲
r❡❝t♦rs✳ ❆♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦rr❡❝t♦r ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ st❛t❡♠❡♥t✳ ❆
❉❡❢❡❝t✲❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t♦r ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ✜♥❡r✲♠❡s❤ ❞❡❢❡❝t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳
❚❤❡s❡ ❝♦rr❡❝t♦rs ❛♣♣❡❛r ❛s ♥♦t ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❜✉t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r ♦✉r ♣✉r✲
♣♦s❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❉❡❢❡❝t✲
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❛❜❧❡ t♦ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s❝❤❡♠❡s✳
❚❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s
♦♥❧② t❤❡ P❉❊ ✉♥❞❡r st✉❞② ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✲❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❧♦♦♣✱ t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛❧s♦ s♦❧✈❡s ❛♥ ❛❞❥♦✐♥t s②st❡♠ ✭✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ♦♣❡r❛t♦r✱ tr❛♥s♣♦s❡❞✮✳ ❚❤❡ ♥♦r♠✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈❡s t❤r❡❡ s②st❡♠s✱ ❛ ❝♦rr❡❝t♦r ✭❧✐♥❡❛r✐s❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❤♦❝
❘❍❙✮✱ ❛♥ ❛❞❥♦✐♥t ✭❧✐♥❡❛r✐s❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♦r ❛s ❘❍❙✮ ❛♥❞ t❤❡ P❉❊
✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ❛ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ♠❡s❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞
t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❜✉t ✐s t♦♦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♦✉t♣✉t ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞
♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s✱
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡✱ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞✲❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♦♣t✐♦♥s✱ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞
❛♥❞ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞✳ ❖✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❡①❛♠✐♥❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❋✉❧❧✲▼✉❧t✐❣r✐❞ ✭❋▼●✮ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ❝❛♥
t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦❢
❧❛r❣❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s r❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡rr♦r ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ❝♦♥t❡①t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ t♦ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡❤❛✈❡s ♥♦t❛❜❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r s✐♥❣✉❧❛r ♦r st✐✛ ❝♦♥t❡①ts✳
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ❜✉t ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠✐s❡❞✳ ■t ✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s✱ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❛t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦✇ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① P❉❊ ♠♦❞❡❧s
❢r♦♠ ❈❋❉ ✭❊✉❧❡r✱ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✮✱ s❡❡ ❬✺✽❪✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❛ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t✳
❈❤❛♣t❡r ✼
❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛❞❞r❡ss❡s ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r P❉❊✬s ✭P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❊q✉❛t✐♦♥s✮✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡s❤ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t ❜② ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤❡s❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥
♠❡tr✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛♥❞♣♦✐♥t✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳
❆ ❞✉❛❧ ✇❛② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✸✵✱ ✸✶❪ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ♠❡s❤✲❜❛s❡❞ t❡♥s♦r✐❛❧ st❛t✐st✐❝s✳
❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡tr✐❝s ❜♦t❤ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤
❜② ❛ s♣❛t✐❛❧ ✜❡❧❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛ ♠❛tr✐① ❣✐✈✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠❡s❤ s✐③❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s s♦❧✈❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② s②st❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝ ❜✉✐❧❞s ❛ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐♠❛❧✐t② s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s✱ ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ t♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡tr✐❝ ❜✉✐❧❞s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② s②st❡♠ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❆❧s♦✱
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝ t❤❡♦r② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠❡tr✐❝ t♦ ❜❡ ❝❤♦♦s❡♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐❞❡❛❧ ♠❡s❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✉♥✐t ♠❡s❤ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡❛❧✴♦♣t✐♠❛❧
♠❡tr✐❝✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡tr✐❝ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✸✵✱ ✸✶❪ ❞❡✲
✜♥❡s t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡s❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠❡s❤✳
❚❤❡♥ t❤❡ ✇❛② t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♠❡tr✐❝s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠❡s❤ ✐s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✉♥✐t② ✭❛♥② ❡❞❣❡ ❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤ ✶ ❢♦r t❤❡ ♠❡tr✐❝✮ ❢♦r t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡tr✐❝ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠❡s❤ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♠♣♦s✐♥❣
❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s ❜② ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❜② ❡❞❣❡s ❢♦r t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✳
❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧② t♦ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
P❉❊✬s✱ t❤❡ P1✲■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞✴❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❡♥s♦✲
r✐❛❧ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ t✉r♥s ♦✉t
t♦ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ L∞ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ♦♥❡
♦r s❡✈❡r❛❧ s❡♥s♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ Lp ✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦rs✳ ❈❢✳ ❬✷✺✱ ✸✺✱ ✷✱ ✼✼✱ ✹✻✱ ✼✽✱ ✺✶✱ ✷✼✱ ✸✱ ✽✸❪✳ ❚❤❡s❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞
♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ P❉❊ ✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❝❧❡✈❡r❧② ❝❤♦s❡♥✱
❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥
✜❡❧❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳
●♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ P❉❊ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❆
✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✽✵❪✳ ●♦❛❧✲
♦r✐❡♥t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❬✺✻✱ ✶✹✱ ✽✸❪✱ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝♦♠♠✐tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ P❉❊ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❞♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ P❉❊✱ t②♣✐❝❛❧❧②
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡✳ ●♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ♥❡❡❞s ❛❧s♦ t♦ r❡❧② ♦♥ ❛♥
❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ✭❛♥❞ ♦♥ ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♠❡s❤✮✳
❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡✳ ❆ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ❇❡❝❦❡r ❛♥❞ ❘❛♥♥❛❝❤❡r
❬✶✷❪ ✇❤✐❝❤ r❡❧②✱ ❛s ♠❛♥② ❡st✐♠❛t❡✲❜❛s❡❞ ✇♦r❦✱ ♦♥ ❛♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡✳ ❆ ❣♦♦❞
s②♥t❤❡s✐s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ✐s ❬✽✶❪✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡s✲
t✐♠❛t❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t✐♦♥ ❧♦♦♣✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✮ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s✳
❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s s❤♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡s❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✜♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡✲
❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❢r♦♠ ❛♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ r❡♠❛✐♥s ❞✐✣❝✉❧t ✭s❡❡
❤♦✇❡✈❡r ❬✽✸❪✮✳
❆ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s r❡❧② q✉❛s✐✲s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s✱ ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❞✐✲
✈✐❞❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ♦r t❤r♦✉❣❤ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡❡❞ ❜❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ❥♦❜ s✐♥❝❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❚❛②❧♦r
s❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ s♦♠❡✇❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡s❤✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❆ ♣r✐♦r✐
❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦rr❡❝t♦rs✿ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✸❪✳ ■♥ ❬✺✻✱ ✶✹❪✱ ✐♥ ♦r✲
❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞✱ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞✱ ♠❡s❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝
t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜✉✐❧❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧②
r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
❲✐t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s ❛ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥✉✐♥❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥
s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t✳ ❋❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ♦✉t♣✉t
♠❛② ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡s❤ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ✇❡ st✉❞②
❛ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✸❪✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛
♥♦r♠ ♦❢ ❡rr♦r |u− uh| ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
♥♦r♠✱ t❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳
❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞✱ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❛♣❡rs ❧✐❦❡ ❬✺✻✱ ✶✹✱ ✷✸❪✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦✈❡❧t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞✱ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞✱
✼✳✷✳ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✶✶✾
❛♥❞ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❡♥s♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡
s❤❛❧❧ ❡①♣❧♦✐t ✐s t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♠❛✐♥ ❡rr♦r t❡r♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❛♣t t❤✐s
❢❡❛t✉r❡ t♦ L1✲❍❡ss✐❛♥✱ t♦ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞✱ t♦ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝s✱ ✇❡ ✉♥✐❢②
t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t✲♠❡s❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦♥ ❛ ✈❡rt❡① ❜❛s✐s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r st✉❞② ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠♣❧❡
❝♦rr❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✲
♦✉s ♠❡tr✐❝ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥t❡①t ❢♦r t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡tr✐❝
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ ♦♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡rr♦rs✱ ❡❞❣❡✲❜❛s❡❞
s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡rr♦rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ ❢♦r t❤✐s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡rr♦rs✳ ◆✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❙❡❝t✐♦♥
✽✳
✼✳✷ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿ ▲❡t V = H10 (Ω)✱ Ω ❜❡✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ R2✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s P❉❊ s②st❡♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ s❤♦rt✿
Au = f or u ∈ V, ∀ φ ∈ V, a(u, φ) = (f, φ). ✭✼✳✶✮
❚♦ ✜① t❤❡ ✐❞❡❛s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥s✱
A = −
∑ ∂
∂xk
∂
∂xk
.
❇✉t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦❡r❝✐✈❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ A = −∑ ∂∂xk (akℓ(x) ∂∂xℓ ) ✭✇❤❡r❡ akℓ ✐s ❛
s❝❛❧❛r✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✜❡❧❞✮ ✐s ♥♦t ❞✐✣❝✉❧t✳ ▲❡t Ωh = Ω ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ τh ❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Ωh✱ ❛♥❞ Vh ❜❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ P1✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
s♣❛❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ τh✿
Vh = φh ∈ C0(Ω¯) ∩ V, φh|T ✐s ❛✣♥❡ ∀T ∈ τh.
❚❤❡ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✶✮ ✐s ✇r✐tt❡♥✿
uh ∈ Vh ∀ φh ∈ Vh a(uh, φh) = (f, φh). ✭✼✳✷✮
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✜rst ✐♥ ❣❡tt✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r uh−u✳ ▲❡t N
❜❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Vh✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐♥ τh✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✭✼✳✷✮
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② uh ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
s♦❧✉t✐♦♥✿
uh ∈ RN ; Ahuh = fh. ✭✼✳✸✮
❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛rr❛② ✇❡ ❞❡r✐✈❡ uh ❜②
uh =
∑
i=1,N
uh,iNi(x)
✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
✇❤❡r❡ t❤❡ Ni ❛r❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝ ✜♥✐t❡✲❡❧❡♠❡♥t ❜❛s✐s ♦❢ Vh✿
Ni ∈ Vh, Ni(xj) = 1 ✐❢ i = j, 0 ❡❧s❡.
❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Πh✿
for v ∈ V ∩H2(Ω), Πhv ∈ Vh, (Πhv − v)(xi) = 0 ∀xi ✈❡rt❡① ♦❢ τh.
❆♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦rr❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
s✐❣♥❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❲❡ st❛rt
❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡♠❡♥t
a(uh, φh) = (fh, φh) ∀φh ∈ Vh.
❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s✿
a(u, φh) = (f, φh) ∀φh ∈ Vh.
❚❤❡♥
a(uh, φh) = a(u, φh) + (fh − f, φh) ∀φh ∈ Vh.
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ u ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤✱ ✇❡ ❣❡t✿
a(Πhu− uh, φh) = a(Πhu− u, φh) + (f − fh, φh) ∀φh ∈ Vh. ✭✼✳✹✮
❲❡ ❝❛❧❧ Πhu − uh t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡rr♦r✳ ■t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❜② ❛♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✿
u− uh = u−Πhu + Πhu− uh.
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❡rr♦r✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❘❍❙ ♦❢ ✭✼✳✹✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✼✳✹✮✬s ❘❍❙
✐s ❡❛s② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✭✇❡ ❦♥♦✇ f ❛♥❞ fh✮✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✼✳✹✮✬s ❘❍❙ ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
a(Πhu− u, φh) =
∑
T
∫
T
∇φh∇(Πhu− u) ❞x❞y
=
∑
T
∫
∂T
(Πhu− u)∇φh · n ❞σ.
❚❤❡♥ ✇❡ ❣❡t✿
a(Πhu− u, φh) = K(φ, uh) ✇✐t❤
K(φ, uh) = =
∑
∂Tij
∇(φh|Ti − φh|Tj ) · nij
∫
∂Tij
(Πhu− u) ❞σ ✭✼✳✺✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st s✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ❡❞❣❡s ij = ∂Tij ✭✷❉ ❝❛s❡✮ s❡♣❛r❛t✐♥❣ tr✐❛♥❣❧❡s
T+ij ❛♥❞ T
−
ij ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r nij ♥♦r♠❛❧ t♦ ∂Tij ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣
♦✉t✇❛r❞ Ti✳
✼✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✶✷✶
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦r π✿
for v ∈ V ∩ C2(Ω¯), πv − v = H(v)δxδy
✇❤❡r❡ H(v) ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ u ❛♥❞ δxδy ❤♦❧❞ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡s
✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ✇r✐t❡ Πhu− u ≈ πu− u✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ u✳
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ u ❜② uh✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ u ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✹❪✳ ❚❤✐s
♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❛ t♦♦ ❜❛❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛st st❛t❡♠❡♥t ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② st❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✉♥❞❡r t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r ❝♦rr❡❝t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
a(u′prio, φh) = K(φh, uh) ✇✐t❤
K(φh, uh) =
∑
∂Tij
(∇φh|Ti −∇φh|Tj ) · nij
∫
∂Tij
(πhuh − uh) ❞σ. ✭✼✳✻✮
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ t❡r♠ πhuh − uh ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ Tij ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❛t ❜♦t❤ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ Tij ✱ ❛♥❞ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ Tij ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ uh✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✻✮ ✐s r♦✉t✐♥❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t✐♦♥ ❧♦♦♣s✱ s❡❡
❬✶✺❪✳
✼✳✸ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
✼✳✸✳✶ ▼❡s❤ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤❡s ❜② ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝ ✜❡❧❞s✳ ■t ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✱ ✽❪✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❛♣♣❧② ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝s ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss
♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ M ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥
♠❡tr✐❝ ✜❡❧❞ ❬✶✻❪M = (M(x))x∈Ω✳ ❋♦r ❛❧❧ x ♦❢ Ω✱M(x) ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ 3×3 ♠❛tr✐①
❤❛✈✐♥❣ (λi(x))i=1,3 ❛s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥sR(x) = (vi(x))i=1,3✳
❙✐③❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ (hi(x))i=1,3 = (λ
− 1
2
i (x))i=1,3 ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡
❛♥✐s♦tr♦♣② q✉♦t✐❡♥ts ri ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ ri = h3i (h1h2h3)
−1✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢
M(x) ✇r✐t❡s✿
M(x) = d 23 (x)R(x)


r
− 2
3
1 (x)
r
− 2
3
2 (x)
r
− 2
3
3 (x)

 tR(x), ✭✼✳✼✮
✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
❚❤❡ ✈❡rt❡① ❞❡♥s✐t② d ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿ d = (h1h2h3)
−1 = (λ1λ2λ3)
1
2 =
√
det(M)✳ ❇②
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐t✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s C✿
C(M) =
∫
Ω
d(x) dx =
∫
Ω
√
det(M(x)) dx. ✭✼✳✽✮
●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ M✱ ✇❡ s❤❛❧❧ s❛②✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✺✹✱ ✺✺❪✱ t❤❛t ❛ ❞✐s❝r❡t❡
♠❡s❤ H ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✐s ❛ ✉♥✐t ♠❡s❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ M✱ ✐❢ ❡❛❝❤
tr✐❛♥❣❧❡ K ∈ H✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❧✐st ♦❢ ❡❞❣❡s (ei)i=1...3✱ ✈❡r✐✜❡s✿
∀i ∈ [1, 3], ℓM(ei) ∈
[
1√
2
,
√
2
]
,
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ℓM(ei) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
ℓM(ei) =
∫ 1
0
√
tab M(a+ tab) ab dt, ✇✐t❤ ei = ab,
❚❤❡ ✉♥✐t ❡❞❣❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✉♥✐t ♠❡s❤ ✇r✐t❡s ❛❧s♦ ✐♥ s❤♦rt✿
❋♦r ❛ ✉♥✐t ♠❡s❤ xM ✱ ❛♥② ❡❞❣❡ xMij s❛t✐s✜❡s
(
xMij − xMij ,M(xMij − xMij )
)
= 1.
❲❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡s❤❡s t❤❛t ❛r❡ ✉♥✐t ♠❡s❤❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡M ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤❡s✱ ❜✉t t❤❡s❡ ♠❡s❤❡s
❤❛✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡rs s♦ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ♠❡s❤❡s ❛s
❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡s❤❡s✳ ❲❡ ❤❡♥❝❡❢♦r✇❛r❞ ❞❡♥♦t❡ ❜②M ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥✐t ♠❡s❤✳
✼✳✸✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝
❲❡ r❡❝❛❧❧✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✺✹✱ ✺✺❪✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ❧✐❦❡ ❬✸✺✱ ✷✺✱ ✷❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ u
❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ♥♦✇✿
u− πMu = |tr(M−
1
2 |Hu|M−
1
2 )| ✭✼✳✾✮
✇❤❡r❡ Hu ✐s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ u✳ ▲❡t ❞❡♥♦t❡ ❛❧s♦ M ❛ ✉♥✐t ♠❡s❤ ❢♦r ♠❡tr✐❝ M✳ ❲❡
s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡
|u−ΠMu| ≈ 1
8
|u− πMu|. ✭✼✳✶✵✮
❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❡♥s♦r✐❛❧ ❡rr♦r ❦❡r♥❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✿
jp(M) = ‖u− πMu‖Lp(Ωh) ✭✼✳✶✶✮
❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r N ✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛ ❜♦✉♥❞❡❞ p✱ ❛❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❣❡t ✲✇✐t❤♦✉t
✼✳✸✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✶✷✸
✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t H ✐s ❛♥②t❤✐♥❣ ❜✉t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✲ t❤❡ ✉♥✐q✉❡
♦♣t✐♠❛❧ (MLp(x))x∈Ω ❛s✿
MLp = Kp(1, H) ✇✐t❤
Kp(1, H) = DLp (det(H))
−1
2p+2 H ❛♥❞ DLp = N
2
2
(∫
Ω
(det(H))
p
2p+2
)− 2
2
, ✭✼✳✶✷✮
✇❤❡r❡ DLp ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ s❡t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤ ✇✐t❤
❝♦♠♣❧❡①✐t② N ❛♥❞ (det(H))
−1
2p+2 ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡
s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ Lp ♥♦r♠✳
❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✿ L∞✲♥♦r♠✴✐s♦✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❡rr♦r
✐s♦✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② s❡tt✐♥❣ p =∞✱ ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡
❣❡t✿
(det(H))
−1
2∞+2 = 1.
❛♥❞
ML∞ = K∞(1, H) ✇✐t❤ K∞(1, H) = DL∞ H
✇❤❡r❡ DL∞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳
❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ s❡❡ ✐t ✐s t♦ ✇r✐t❡ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐s ✉♥✐❢♦r♠✱ ✐♥❞❡❡❞✿
ML∞(x) = ❝♦♥st✳✭✐♥❞❡♣✳ ♦❢ x✮ H
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✿
tr❛❝❡
(M− 12
L∞
(x)H(x)M−
1
2
L∞
(x)
)
= ❝♦♥st✳✭✐♥❞❡♣✳ ♦❢ x✮.
▼❛✐♥ ❝❛s❡ ✉♥❞❡r st✉❞②✿ L1✲♥♦r♠ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡✿
p = 1
❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ ML1 ✐♥ t❤❡ L1 ♥♦r♠ s❤♦✇s t❤❛t s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s♠♦♦t❤ ❝♦♥t❡①ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤
♦♥❡s✱ ❝❢✳ ❬✺✾❪✳
▲❡t k ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠♦♦t❤ s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Ω✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❜❡✱ ✐♥ t❤❡
s❡q✉❡❧✱ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢✿
|(k, u−ΠMu)Ω| ≈
∫
Ω
tr❛❝❡
(M− 12 (x)|k(x)H(x)|M− 12 (x))dx. ✭✼✳✶✸✮
❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♠❡tr✐❝ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
M1,kopt = K1(k,H) ✇✐t❤
K1(k,H) = D1,kopt (det |kH|)
−1
4 |kH| ❛♥❞ D1,kopt = N
(∫
Ω
(det |kH|) 14
)
. ✭✼✳✶✹✮
✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡q✉✐❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st
❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✿
M1,kopt = ❝♦♥st✳ |k|
3
4 |(det |H|)−14 |H| = ❝♦♥st✳ |Hk|
Hk = |k|
3
4 |(det |H|)−14 H ✭✼✳✶✺✮
❲❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥ L1weight,k ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❡q✉✐✲
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ♠❛tr✐① H ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r ❢❛❝t♦r |k| 34 |(det |H|)−14 ✿
M1,kopt = ❝♦♥st✳ K∞(|k|
3
4 |(det |H|)−14 , H).
❚♦ s②♥t❤❡t✐③❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡s❤✴♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥
s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❑❑❚ s②st❡♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥✐t✐❛❧
P❉❊✱ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❞❥♦✐♥t✱ ❛♥❞ ❛ st❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ✭✼✳✶✹✮✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❑❑❚ s②st❡♠ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ s♦❧✈❡❞✳
❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ ❬✸✵✱ ✸✶❪✱ r❡❢❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r ❛s ❛ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❑❑❚
s②st❡♠✳
✼✳✹ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡
❝♦♥t❡①t✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❡❞❣❡✲
❜❛s❡❞ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐s❝r❡t❡ ✜❡❧❞s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛st
✐♥ ❛♥ ❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠❛t✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢❡✇ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s✳
✼✳✹✳✶ ●❡♥❡r✐❝ ♠❡s❤ ♥♦t❛t✐♦♥s
●✐✈❡♥ ❛ ♠❡s❤ Hx✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s✿
✲ ❛ ♠❡s❤✲✈❡rt❡① ✐s ❛ ✈❡rt❡① ♦❢ ♥✉♠❡r♦ i ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s xi ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♠❡s❤✳
✲ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt❡① i ❛♥❞ ✈❡rt❡① j✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ xij = xj − xi✳
✲ t✇♦ t❡tr❛❤❡❞r❛ m ❛♥❞ n ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝❡ ❤❛✈❡ ❢❛❝❡ mn ♦r ❢❛❝❡ nm ❛s
❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝❡✳
✲ ❡❧❡♠❡♥ts ✿ tr✐❛♥❣❧❡s (i, j, k) ♦r t❡tr❛❤❡❞r❛ (i, j, k, l)✳ ❊❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥ s✉❜✲❡❧❡♠❡♥ts✿ 6 s✉❜tr✐❛♥❣❧❡s ✉s✐♥❣ ♠❡❞✐❛♥s ❛♥❞ 24 s✉❜t❡tr❛❤❡❞r❛ ✉s✐♥❣ ♠❡❞✐❛♥
♣❧❛♥s✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ s✉❜t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❛r❡ ✿ ❛ ♠❡s❤✲✈❡rt❡① i ✱ ❛ ❝❡♥t❡r Iij ♦❢ ❛♥
❡❞❣❡ ij ❤❛✈✐♥❣ i ❛s ❡①tr❡♠✐t②✱ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ gijk ♦❢ ❛ ❢❛❝❡ ijk ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ i ❛♥❞ j✱ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t ❝❡♥tr♦✐❞ Gijkl✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❛ s✉❜t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ T ✐s
✼✳✹✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶✷✺
1/24 meas(T )✳
✲ ❝❡❧❧ i ✿ ❢♦r ❛ ✈❡rt❡① i ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✱ ❝❡❧❧ i ✐s ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✉❜✲❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ i ❛s
✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❡❧❡♠❡♥t✳ ❆ ❝❡❧❧ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
measx(i) =
1
dim+1
∑
Tx∋i meas(Tx)
✇❤❡r❡ Tx ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Hx ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ i✳
✲ ✷❉✲❞✐❛♠♦♥❞ Dij ✿ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 4 s✉❜tr✐❛♥❣❧❡s ✭♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s ijk ❛♥❞ ijl✮ ❤❛✈✐♥❣
❛ s✐❞❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡❞❣❡ ij✳
✲ ❢❛❝❡✲❞✐❛♠♦♥❞ D¯mn✱ ✇❤❡r❡ m ❛♥❞ n ❛r❡ t✇♦ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝❡
ijk ✿ ✉♥✐♦♥ ♦❢ 6 s✉❜t❡tr❛❤❡❞r❛ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✉❜tr✐❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝❡ ijk ❛s ❢❛❝❡✳
✲ ❡❞❣❡✲❞✐❛♠♦♥❞ Dij ✿ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s✉❜t❡tr❛❤❡❞r❛ ❤❛✈✐♥❣ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐❞❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
❡❞❣❡ ij✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ eij ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②✿
errL1 =
∑
i
measx(i)Γ(i)
−1∑
j
eij
♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ Ω = ∪D¯mn ✇❤❡r❡ m ❛♥❞ n ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤
❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝❡✿
errL1 =
1
3
∑
D¯mn
measx(D¯mn) (eij + eik + ejk).
✇❤❡r❡ i, j, k ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ mn✳
✼✳✹✳✷ ❉✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝ ♦♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♠❡s❤
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤ x ✳ ❲❡ ❛s✲
s✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❡tr✐❝ M ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s M(xi) = Mi ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s P 1✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ x ❜② ❛ q✉❛❞r❛t✉r❡ ♦❢ ✭✼✳✽✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
C(M) =∑imeasx(i)√det(Mi)✳
❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐t ♠❡s❤ ✐s ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ x✱ ❛♥❞ t❤❛t xMij ❛♥❞
xij ❛r❡ ❝♦❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐t✲♠❡s❤ ♣r♦♣❡rt② ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤✿
(xMij ,MxMij ) = 1 = (xij
|xMij |
|xij | ,Mxij
|xMij |
|xij | ) = (xij ,Mxij)
|xMij |2
|xij |2
⇒ xMij ≈ xij(xij ,Mxij)−
1
2 .
■♥ ♦r❞❡r ♥♦✇ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉♥✐t✲♠❡s❤✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳
✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
✼✳✺ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡rr♦r ♦❢ ❛ ♠❡tr✐❝ ♦♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤
❚♦ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♠❡tr✐❝✱ ✐✳❡✳ t♦ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♠❡s❤✱ s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦r
✜❡❧❞✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡rr♦r ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ♠❡s❤ ❡❞❣❡s✳ ❲❡
r❡str✐❝t t♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♦r q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦rs✱ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P1✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✿ ❆♥ ❡❞❣❡✲❜❛s❡❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✭♦r q✉❛❞r❛t✐❝✮ ❡rr♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡
♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ♠❡s❤ xM ♦❢ ♠❡tr✐❝ M ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡ xMij ❜②✿
eMij = e¯ij |xMij |2.
✐♥ ✇❤✐❝❤ e¯ij ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ xMij ✱ t②♣✐❝❛❧❧②✿
eMij = |xMij |2 e¯ij(12(xMi + xMj ),
x
M
ij
|xMij |
).
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ ♥♦r ✐ts ♠❡s❤✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ❡rr♦r ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤ x✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐t ♠❡s❤ ✐s ❛
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ x ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t xMij ❛♥❞ xij ❛r❡ ❝♦❧✐♥❡❛r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
eMij ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t ♠❡s❤ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ xij ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤
✇r✐t❡s✿
eMij = |xij |2 (xij ,Mijxij)−1 e¯ij(
1
2
(xi + xj),
xij
|xij |) ✭✼✳✶✻✮
✇❤❡r❡ Mij ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ 12(xi + xj)✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t ❛s
t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠❡tr✐❝✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♠❡s❤ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦✲
❧❛t❡❞✱ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ◆
C(M) = N,
❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡rr♦r ♥♦r♠✿
j(M) =
∑
i
measx(i)
1
Γ(i)
∑
ij∋i
eMij . ✭✼✳✶✼✮
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✻ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡s❤ ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❡rr♦r✱ ❛s ❢❛r ❛s e¯ij
✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦rs✳
✼✳✺✳✶ ❋✐rst ❡①❛♠♣❧❡✿ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r
❚❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ P 1 ♠❡s❤ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
❡rr♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ P1✲✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ♦❢ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ u ♦♥ xMij
❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✭✼✳✾✮✱✭✼✳✶✵✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∫ |g||u−Πhu|❞Ω  18 ∑i measx(i)Γ(i)−1 ∑j eM,g,uij (xij)
✼✳✺✳ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡rr♦r ♦❢ ❛ ♠❡tr✐❝ ♦♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤ ✶✷✼
✇✐t❤
eM,g,uij = |xMij |2 |gij | |Hij | ·
x
M
ij
|xMij |
· x
M
ij
|xMij |
,
❛♥❞ ✇❤❡r❡ Hij = H(12(x
M
i + x
M
j ))✱ H(x) ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♦❢ u ❛t ♣♦✐♥t x✱ ❛♥❞
gij = g(
1
2(x
M
i + x
M
j ))✳ ❍❡r❡  ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②
✜♥❡ ♠❡s❤✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❧♦s❡ t♦ 1✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
eM,g,uij (xij) = |xMij |2 e¯ij(xij) = (xij ,Mxij)−1 |xij |2 e¯ij(xij)
✇✐t❤✿
e¯ij(xij) = |gij(xij)| |Hij(xij)| · x
M
ij
|xMij |
· x
M
ij
|xMij |
= |gij(xij)| |Hij(xij)| · xij|xij | ·
xij
|xij | .
❚❤❡♥ t❤✐s ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✭✼✳✶✻✮✭✼✳✶✼✮✳
✼✳✺✳✷ ●♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❡rr♦r
▲❡t u ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✶✮ ❛♥❞ uM t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✷✮ ✇❤❡r❡ t❤❡
♠❡s❤ ✐s ❛♥ ✉♥✐t ♠❡s❤ ❢♦r ♠❡tr✐❝ M✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r δjgoal(M) ❝♦♠♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ♦✉t♣✉t
j = (g, u) ✱ ❡rr♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇r✐t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
δjgoal(M) = |(g, u− uM)| = |(g,ΠMu− uM + u−ΠMu)|. ✭✼✳✶✽✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❆✉❜✐♥✲◆✐ts❝❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤✐s ❡rr♦r ✐s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♠❡s❤ s✐③❡✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ u∗goal✿
∀ψM ∈ VM, a(ψM, u∗goal) = (ψM, g). ✭✼✳✶✾✮
■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t ✐s ❢r♦③❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♠❡tr✐❝ M✳ ■♥❥❡❝t✐♥❣ ✭✼✳✶✾✮ ✐♥ ✭✼✳✶✽✮ ✇❡ ❣❡t✿
(g,ΠMu− uM + u−ΠMu) = a(ΠMu− uM, u∗goal) + (g, u−ΠMu)
❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ ✭✼✳✹✮✱
(g,ΠMu−uM+u−ΠMu) = a(ΠMu−u, u∗goal)+ (f −ΠMf, u∗goal)+ (g, u−ΠMu)
t❤✉s
δjgoal(M) ≈ |a(ΠMu− u, u∗goal) + (f −ΠMf, u∗goal) + (g, u−ΠMu)|
♦r✿
δjgoal(M)  |a(ΠMu− u, u∗goal)|+ |(f −ΠMf, u∗goal)|+ |g||u−ΠMu| ✭✼✳✷✵✮
✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
❚❤❡ ❘❍❙ ♦❢ ✭✼✳✷✵✮ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤r❡❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ t❡r♠s ❣✐✈❡ ❍❡ss✐❛♥✲
❧✐❦❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡rr♦rs e
M,u∗
goal
,f
ij ❛♥❞ e
M,g,u
ij ✿
|(f −ΠMf, u∗goal)|+ |g||πMuM − uM|

∑
i
measx(i)Γ(i)
−1 ∑
ij∋i
(
e
M,u∗
goal
,f
ij + e
M,g,u
ij
)

∑
i
measx(i)Γ(i)
−1 ∑
ij∋i
(xij ,Mxij)−1 |xij |2
(
e¯ij
u∗
goal
,f + e¯ij
g,u
)
✇✐t❤
e¯ij
u∗
goal
,f (xij) = |u∗goal,ij | |Hfij | ·
xij
|xij | ·
xij
|xij |
e¯ij
g,u(xij) = |gij | |Huij | ·
xij
|xij | ·
xij
|xij |
❛♥❞
u∗goal,ij = u
∗
goal(
xi + xj
2
)
gij = g(
xi + xj
2
)
Hfij = H
f (
xi + xj
2
)
Huij = H
u(
xi + xj
2
).
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✼✳✷✵✮✬s ❘❍❙ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪ ✭❝❤❛♣t❡r ✻ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s✮✳ ■♥❞❡❡❞✱
|a(ΠMu− u, u∗goal)| = |
∫
Ω
∇(ΠMu− u)∇ΠMu∗g,M❞x|

∑
∂Tmn
|(∇u∗goal|Tm −∇u∗goal|Tn) · nmn|
∫
∂Tmn
|ΠMu− u| ❞σ. ✭✼✳✷✶✮
❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ ∂Tmn ✐s ❡①❛❝t❧② ❛♥ ❡❞❣❡ ij✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ij✱ ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛s✉r❡ ✳ ❲❡ ❣❡t ❢r♦♠ ✭✼✳✷✶✮✿
|a(ΠMu− u, u∗goal)| 
∑
ij
κij(u
∗
goal) |xij |3(xij ,Mxij)euij
✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡❞❣❡s ✇✐t❤
κij(u
∗
goal) = |(∇u∗goal|Tm −∇u∗goal|Tn) · nmn|
✼✳✺✳ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡rr♦r ♦❢ ❛ ♠❡tr✐❝ ♦♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤ ✶✷✾
❲❡ ♥❡❡❞ ❦♥♦✇ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r t❡r♠ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
❘❍❙ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛
s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❝❡❧❧s✿
|a(ΠMu− u, u∗goal)| 
∑
ij
|Dij ||Dij |−1κij(u∗goal) |xij |3(xij ,Mxij)e¯uij
✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t |Dij |−1κij(u∗goal) |xij |3(xij ,Mxij)e¯uij ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r ✐♥t❡♥s✐t②✳
❚❤❡ ❝❡❧❧✇✐s❡ ❡rr♦r ✐♥t❡❣r❛❧ t❤❡♥ ✇r✐t❡s✿
EM,a =
∑
i
1
Γ(i)
∑
ij∋i
|xij |2(xij ,Mxij)e¯aij
✇✐t❤
e¯aij = |xij ||Dij |−1κij(u∗goal)e¯uij .
❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♠❡s❤ ♦❢ ♠❡s❤ s✐③❡ ∆x✱ t❡r♠ |xij | ✐s O(∆x)✱ t❡r♠
|Dij |−1 ✐s O(∆x)−2✱ t❡r♠ κij(u∗goal) ✐s O(∆x) ✭♥♦♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛✲
❞✐❡♥t✮✱ ❛♥❞ euij ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s O(1)✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✐♥t❡♥s✐t②
✐s O(1)✳
❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ∂Tmn ♦❢ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts Tm ❛♥❞ Tn ✐s ❛
❝♦♠♠♦♥ ❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❡s i, j, k ❛♥❞ ❛♥ ❛r❡❛ area(mn)✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t② ✐s
❛❣❛✐♥ ❦♥♦✇♥✿
κmn(u
∗
goal) = |
(∇u∗goal) |Tm · nmn − (∇u∗goal) |Tn · nmn|.
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✿∫
∂Tmn
|ΠMu− u| ≈ 1
3
area(mn)(eM,uij + e
M,u
ik + e
M,u
kj )
✇✐t❤ ✭❢♦r αβ❂ij✱ik ❛♥❞ kj✮✿
eM,uαβ = (xαβ ,Mxαβ)−1 |xαβ |2 e¯uαβ
❛♥❞✿
e¯uαβ(xαβ) = |Huαβ | ·
xαβ
|xαβ | ·
xαβ
|xαβ | .
❲❡ ❣❡t✿
|a(ΠMu− u, u∗goal)| 
∑
D¯mn
area(mn)
3
(eM,uij + e
M,u
ik + e
M,u
jk ) κmn(u
∗
goal)
▲❡t ✉s ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❘❍❙ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❞❣❡✲❜②✲❡❞❣❡ s✉♠✿
|a(ΠMu− u, u∗goal)| 
∑
D¯mn
∑
αβ=ij,ik,jk
area(mn)
1
3
eM,uαβ κmn(u
∗
goal)
✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
=
∑
❡❞❣❡s ij
∑
D¯mn∋ij
area(mn)
1
3
eM,uij κmn(u
∗
goal) =
∑
❡❞❣❡s ij
eM,aij |Dij |
✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❡❞❣❡✲❜②✲❡❞❣❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ eM,aij ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡s✱ ✇✐t❤
t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿
eM,aij =
1
3
1
|Dij | e
M,u
ij
∑
D¯mn∋ij
area(mn) κmn(u
∗
goal). ✭✼✳✷✷✮
❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✭❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✮ ✇❡ ❣❡t t❤❡✭✼✳✶✻✮✭✼✳✶✼✮ ❢♦r♠❛t✿
|a(ΠMu− u, u∗goal)| 
∑
i
measx(i)
1
Γ(i)
∑
ij∋i
eM,aij .
❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡✿
e¯aij = (xij ,Mxij) |xij |−2 eM,aij =
1
3
1
|Dij | e¯
u
ij
∑
D¯mn∋ij
area(mn) κmn(u
∗
goal)
✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ M✳
❙②♥t❤❡s✐s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❣❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❘❍❙✱ ✇❡ ❣❡t✿
δjgoal(M) ∑
i
measx(i)Γ(i)
−1 ∑
ij∋i
(xij ,Mxij)−1 |xij |2
(
e¯aij + e¯
u∗
goal
,f
ij + e¯
g,u
ij
)
✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✭✼✳✶✻✮✭✼✳✶✼✮✳
❘❡♠❛r❦✿ ❚❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡s ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s r❡❧✐❡s ♦♥ ❡❞❣❡✲
❜❛s❡❞ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ✿ κmn(u∗goal), ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ ♥♦r♠❛❧ t♦ ❡❞❣❡ ✐♥ ✷❉✱ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥♦✐♥t✱ t✐♠❡s e¯uij , ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ ❡❞❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✐♥ ✷❉✮✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪
✭❝❤❛♣t❡r ✻✮✱ t❤❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛❞❥♦✐♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ρ(Hu∗) ♦❢ ✐ts ❍❡ss✐❛♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ str❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ u∗goal ✐s ❞✐r❡❝t❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡①tr❛ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s
♣r♦❣r❡ss ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳
✼✳✺✳✸ ◆♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❡rr♦r
❚❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝
♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬✷✶❪✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❢♦❝✉ss❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♥♦r♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡s❤ M✿
δj(M) = ||u− uM||2L2(Ω). ✭✼✳✷✸✮
✼✳✺✳ ❙❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❡rr♦r ♦❢ ❛ ♠❡tr✐❝ ♦♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤ ✶✸✶
■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ gM = u− uM✱ ✇❡ ❣❡t ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥✿
δj(M) = (gM, u− uM). ✭✼✳✷✹✮
❇✉t ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ u − uM ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ❲❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐t ❜② ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ ✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ ❝♦rr❡❝t♦r✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡✿
gM = u¯′prio,M − (πMuM − uM)
✐♥ ✇❤✐❝❤ πMuM − uM ✐s ❛ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡rr♦r
❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ u¯′prio,M ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢✿
a(u¯′prio,M, φ) =∑
∂Tij
(∇φ|Ti −∇φ|Tj ) · nij
∫
∂Tij
(πMuM − uM) ❞σ − (φ, πMfM − fM).✭✼✳✷✺✮
❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❘❍❙ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ t✇♦✲t✐♠❡s ✜♥❡r ❣r✐❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✶❪✳
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❞❥♦✐♥t st❛t❡ u∗norm✿
∀ψM ∈ VM, a(ψM, u∗norm) = (ψM, gM). ✭✼✳✷✻✮
❚❤❡♥✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤❛❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❡✿
δjnorm(M) ≈ |a(ΠMu− u, u∗norm) + (f −ΠMf, u∗norm) + (gM, u−ΠMu)|.
❚✉r♥✐♥❣ ♥♦✇ t♦ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡✿
E(M) =
∑
i
measx(i)Γ(i)
−1 ∑
ij∋i
(xij ,Mxij)−1 |xij |2
(
e¯ij
M,a + e¯u
∗
norm,f
ij + e¯
g,u
ij
)
✇✐t❤
e¯ij
u∗norm,f = |u∗norm,ij | |Hfij | ·
xij
|xij | ·
xij
|xij |
e¯ij
g,u = |gij | |Huij | ·
xij
|xij | ·
xij
|xij |
e¯ij
M,a = |xij | |Dij |−1κij(u∗norm) e¯uij ✭✼✳✷✼✮
❛♥❞ ✇✐t❤ κmn(u∗norm) = | (∇u∗norm) |Tm ·nmn− (∇u∗norm) |Tn ·nmn|✳ ❚❤✐s ❛❣❛✐♥ t❛❦❡s
♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✭✼✳✶✻✮✭✼✳✶✼✮✳
✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
✼✳✻ ❖♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s
N ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿
E(M) =
∑
i
measx(i)Γ(i)
−1∑
xij
(xij)
2(xij ,Mxij)−1 e¯ij
✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡rr♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤✐s ✐♥ t✇♦ st❡♣s ❛s ✐♥ ❬✺✹✱ ✺✺❪✿ ✜rst ✇❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥
❛ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❣❡t ❛ ✜rst ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡❝♦♥❞
✇❡ ✜♥✐s❤ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✳
✼✳✻✳✶ P♦✐♥t✇✐s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♠❡tr✐❝ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❡t❝❤✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t❧② ♦❢ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✐s ✜①❡❞✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r ♠❡tr✐❝ M0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✱ ♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐s ❡q✉❛❧
t♦ ✉♥✐t②✱ ✐✳❡✳ λ1λ2λ2 = 1 ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② det(M0) = 1.✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✿
(xij)
2 (xij ,Mxij)−1 e¯ij = eMij ∀j.
■♥ t❤❛t ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ (xij)2 ❛♥❞ (xij ,Mxij)−1 ❛r❡ ♥♦t ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ❝♦✉♣❧❡ ♦❢
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✈❡rt✐❝❡s i ❛♥❞ j✱
eMij = 0 ⇔ e¯ij = 0.
◆♦✇✱ ❢♦r ❛♥② i ❛♥❞ ❛♥② j ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ Γ(i) s✉❝❤ t❤❛t e¯ij 6= 0✱
(xij)
−2 (xij ,Mxij) (e¯ij)−1 = (eMij )−1.
❙✉♠♠✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈❡rt❡① i✱ ✐t ❣✐✈❡s✿∑
j∈Γ(i)
|e¯ij 6=0
(xij)
−2 (e¯ij)−1 (xij ,Mxij) =
∑
j∈Γ(i)
|e¯ij 6=0
(eMij )
−1
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❧❡t ✉s ❞❡♥♦t❡✿ Di =
∑
j∈Γ(i)
|e¯ij 6=0
(eMij )
−1✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ eMij ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦ ✐s Di✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s✿
Di =
∑
j∈Γ(i)
(M e¯−
1
2
ij |xij |xij , e¯
− 1
2
ij |xij |xij) =M :
∑
j∈Γ(i)
e¯
− 1
2
ij |xij |xij ⊗ e¯
− 1
2
ij |xij |xij .
◆♦✇✱ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ t❤❛t A : B = tr(tA.B)✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝❤♦♦s❡ ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r
s♦❧✉t✐♦♥s✮✿
Mi = Di
dim

 ∑
j∈Γ(i)
e¯−1ij |xij |−2xij ⊗ xij


−1
. ✭✼✳✷✽✮
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♠❡tr✐❝ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
Mi0 = (det(Mi))−
1
2Mi. ✭✼✳✷✾✮
✼✳✻✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ ✶✸✸
✼✳✻✳✷ ●❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝
❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♠❡tr✐❝ ❜②
❛ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✿
Miopt = Ci Mi0.
❲❡ s❡❛r❝❤ (Ci)i ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s
errL1 =
∑
i
measx(i)Γ(i)
−1∑
xij
(xij)
2(xij , CiMi0xij)−1 e¯ij
♦r
errL1 =
∑
i
αi C
−1
i ; ✇✐t❤ αi = measx(i)Γ(i)
−1∑
xij
(xij)
2(xij ,Mi0xij)−1 e¯ij
✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿
∑
imeasx(i)
√
det(CiMi0) = N ♦r✿∑
i
µi C
dim
2
i = N ✇✐t❤ µi = measx(i)
√
det(Mi0).
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ di = µiC
dim
2
i ✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s✿
▼✐♥
∑
i
ηid
−2
dim
i ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t
∑
i
di = N, ✭✼✳✸✵✮
✇✐t❤ ηi = αiµ
2
dim
i ✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✸✵✮ ✇r✐t❡s✿
di =

∑
j
η
dim
2+dim
j


−1
η
dim
2+dim
i N.
▲❡♠♠❛✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
Mi = Ci Mi0
✇✐t❤
Mi0 = (det(Mi1))−
1
2Mi1, Mi1 =
1
dim

 ∑
j∈Γ(i)
e¯−1ij |xij |−2xij ⊗ xij


−1
,
Ci = µ
− 2
dim
i

∑
j
η
dim
2+dim
j


− 2
dim
η
2
2+dim
i N
2
dim ,
ηi = αiµ
2
dim
i ; αi =
measx(i)
Γ(i)
∑
xij
(xij)
2
(xij ,Mi0xij)
e¯ij ; µi = measx(i)
√
det(Mi0).
✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
✼✳✼ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❣✐✈❡s ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥ ❬✷✵❪
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ t❡st ❝❛s❡s ✇❡r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ✐ts ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❝♦♥s✐st ✐♥
r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡s❡ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✷✵❪✳ ❲❡
r❡❢❡r t♦ ❬✷✵❪ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡st ❝❛s❡✳
✼✳✼✳✶ ❆ ✷❉ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡
❲❡ st✉❞② t❤❡ ✷❉ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡ ❢♦r ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✿ ✉♥✐❢♦r♠
❋▼●✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✱ t❡♥s♦r✐❛❧ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛✲
t✐✈❡ ❋▼●✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼● ❛♥❞ t❡♥s♦r✐❛❧ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❋▼●✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡s❤❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t
❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ❣✐✈❡♥ ❜② ❋✐❣✉r❡
✼✳✶✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♠❡s❤✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ✐t t❤❡ ❝r❡❛t❡
❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡t❤♦❞s✿
• ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✱
• t❡♥s♦r✐❛❧ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✱
• ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✱
• t❡♥s♦r✐❛❧ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ■♥✐t✐❛❧ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤✳
✼✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✸✺
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❆❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❆❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❡♥s♦r✐❛❧ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ❝❛s❡✱
✉s✐♥❣ t❡♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♣❡r ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✼✳✻ ❛♥❞ ✼✳✼ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳
✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❆❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❆❞❛♣t❡❞ ♠❡s❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❡♥s♦r✐❛❧ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳
❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❛s❡ ✐♥ r❡❞✱ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❡♥✲
s♦r✐❡❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❞❛r❦ ❜❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞
t❡♥s♦r✐❛❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ♣✐♥❦ ❛♥❞ ❝❧❡❛r ❜❧✉❡✱ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ❜❡✐♥❣ s✐♠♣❧② t❤❡ ♦r❞❡r
✼✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✸✼
❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ✷❉ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ✷❉ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡✱ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
✷✳ ❚❤❡ t✇♦ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❝❛s❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ t✇♦
♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❝❛s❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦♦✳ ❚❤❛t ❛ss✉r❡s ✉s ♦✉r t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s
✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
❣♦♦❞✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤✐s t❡st ❝❛s❡✳
✼✳✼✳✷ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬✷✵❪
❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿
❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❘❡s✉❧ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣♦♦❞ ❜✉t ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛
❧✐tt❧❡ ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣✳ ❚❤❡ t✇♦ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ❝❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞
❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♥♦r♠✲
♦r✐❡♥t❡❞ ❝❛s❡ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡s✉❧t ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ♦❢ ♦r❞❡r ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t s❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦
✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❞♦❡s
♥♦t ♣❡r♠✐t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ t❡♥s♦r✐❛❧ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦r ♠❛②❜❡ ✐t ♥❡❡❞s
s♦♠❡ r❡❝t✐✜❝❛t✐♦♥s✳
✼✳✼✳✸ ❇✉❜❜❧❡✲❧✐❦❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❲❡ st✉❞② ♥♦✇ ❛ ❜✉❜❜❧❡✲❧✐❦❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✵ ❛♥❞ ✼✳✶✶
❣✐✈❡ ✉s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡rs✐♦♥
♣❡r❢♦r♠ ✇✐t❤ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❡✣❝✐❡♥❝②✳
✼✳✼✳✹ ❇✉❜❜❧❡✲❧✐❦❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐❝❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ r✉♥ t❤❡ ❡❛s✐❡r ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✷ ❛♥❞ ✼✳✶✸
❞❡♣✐❝t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s✳
▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡st ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳
✼✳✼✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✶✸✾
❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿
❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❇✉❜❜❧❡✲❧✐❦❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿ ❡rr♦r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❇✉❜❜❧❡✲❧✐❦❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿ ❡rr♦r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❇✉❜❜❧❡✲❧✐❦❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐❝❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿ ❡rr♦r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
✼✳✼✳✺ ❆ ✶❉ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❡st ❝❛s❡
❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✹ ❛♥❞ ✼✳✶✺ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✶❉ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✳ ❚❤❡
t✇♦ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✼✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✹✶
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ❇✉❜❜❧❡✲❧✐❦❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤✐❝❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿ ❡rr♦r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❜❡✇t❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❣✐✈❡s ❛ ❜❛❞
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❧♦s❡s t❤❡ ♦r❞❡r t✇♦ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
t❡♥s♦r✐❛❧ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ r❡♠❛✐♥s ♦❢ ♦r❞❡r t✇♦✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♥♦r♠✲
♦r✐❡♥t❡❞ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥♦✉s ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞✳
✼✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡
♠❡tr✐❝✲❜❛s❡❞ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥tr✐♥s❡q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❞❛♣t❡❞
♠❡s❤ ❛s ❛ ✉♥✐t ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Lp ♥♦r♠s✳ ❚❤✐r❞✱ ✐t ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❣♦❛❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡s❤
❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡♥s♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t❡❞ ♠❡s❤ ✐s ❧♦❝❛❧❧② ♦❢
s❛♠❡ ❡❞❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡s❤✱ ❜✉t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❥✉st ❛ ✇❛②
♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❡
t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦❞✉❝❡s ♦♣t✐♠❛❧✐t② s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② s②st❡♠s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞✳
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ❞✐s❝r❡t❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♠❛♣♣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♣t✐♠❛❧✐t② s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ♠❡tr✐❝✳ ■♥ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞✱ ❣♦❛❧✲✱ ❛♥❞ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s✱ ♥♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✶✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋▼●❆ ♦r✐❡♥té✲♥♦r♠❡ t❡♥s♦r✐❡❧
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ✶❉ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ✶❉ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✿ ❡rr♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✳
❝♦♥t❡①t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ t❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ❝❛s❡ ❞♦❡s
♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❛♥✐s♦tr♦♣② ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ✭❛t ❧❡❛st ✐♥
✼✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✹✸
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts✮✳
❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s ❍❡ss✐❛♥✲❜❛s❡❞✱ ❣♦❛❧✲✱ ❛♥❞ ♥♦r♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❡♥s♦r✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣❡❛rs
❛s ❧❡ss s♠♦♦t❤ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✐ss✉❡ ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♦✉t♣✉ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✇✐t❤ str♦♥❣❧② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❡s❤ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✭s❤❛♣❡
❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵✵✮✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ✸❉ ❛♥❛❧②s✐s✳ ✸❉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ s♦♦♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✽
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
✽✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❯♥❡ ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ s♦✉t❡♥✐r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❧✬■◆❘■❆ ✈❡rs ❧❛ s♦❝✐été ▲❡♠♠❛✱ ❝♦✲s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❜♦✉rs❡
❞❡ t❤ès❡✳ ▲❛ s♦❝✐été ▲❡♠♠❛ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❆◆❆◆❆❙ ❞❡s
♦✉t✐❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s très ✐♥♥♦✈❛t✐❢s ✭❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✮ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❛♥t s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ♠♦❞❡r♥❡s ✭♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♠❛ss✐❢✮✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡❧q✉❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡
▲❡♠♠❛ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❉❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬✹✼❪✱ ❉❛♠✐❡♥ ●✉é❣❛♥ ❛ tr❛✈❛✐❧❧é à ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❡t ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♠❛ss✐❢ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐♣❤❛s✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s
❝r✐tèr❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❜❛sés ❤❡ss✐❡♥s✳
❙✉✐t❡ à ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❍✉❜❡rt ❆❧❝✐♥ à ❧✬■◆❘■❆ ❬✺✱ ✻❪✱ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛ été
❡♥r✐❝❤✐ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♥✐✈❡❛✉ ♣❛r ❞é✢❛t✐♦♥✳
❉❡s ❝r✐tèr❡s ❜❛sés ❛❞❥♦✐♥ts ♦♥t été ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡
str✉❝t✉r❡ ❞✬❆◆❆◆❆❙✳
❯♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r✐♦r✐té ét❛♥t ♠✐s❡ s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s✬❡st
❢♦❝❛❧✐sé s✉r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋▼● ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
❞✬❆◆❆◆❆❙✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③✱ ♠❛✐s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❙❝❤✇❛rt③ ✭q✉✐ s❡r❛✐t
❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡✮ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐té✳
P♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋▼● à ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ✉♥❡
❞✐✣❝✉❧té ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❡❧✲
❧✐♣t✐q✉❡ ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥ s❛♥s ♣❡rt❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳ ▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡
♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦rt❡ s✉r
❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❋▼● à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ♣♦✉r ✉♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✈❡❝ ▼P■✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✶✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
❞é✜♥✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐t✐♦♥♥é✳ ▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳ ❯♥ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❢❛✐t ❧❛ s②♥t❤ès❡✳
✽✳✷ ▼♦❞è❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲✢✉✐❞❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✳ ❙❛ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❊❉P ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
✭▲❡✈❡❧✲❙❡t✮✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✸✹✱ ✻✾❪ ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✺✷❪ ❡t ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✹✽❪✳
✽✳✷✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥s ❜✐✲✢✉✐❞❡s ✈✐❛ ▲❡✈❡❧✲❙❡t
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♣♦✉r ❞❡✉① ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡s ♥♦♥✲♠✐s❝✐❜❧❡s✱ ♥♦♥ s♦✉♠✐s à ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧❡ ❡t s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s
✉♥❡ ❡♥❝❡✐♥t❡ ❢❡r♠é❡ Ω✳
ρ
∂U
∂t
+ ρ∇ · (U ⊗U) = ∇ · (ν(ρ)∇U)−∇p+ ρg ❞❛♥s Ω ✭✽✳✶✮
∇ ·U = 0 ❞❛♥s Ω ✭✽✳✷✮
∂ρ
∂t
+∇ · (ρU) = 0 ❞❛♥s Ω ✭✽✳✸✮
♦ù U ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✱ p s❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ρ s❛ ♠❛ss❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❡t g ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❣r❛✈✐té✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛ss❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♣r❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ρl ❡t ρg str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❝❤❛❝✉♥❡ ❡t
♣r✐s❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Ω✱ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ét❛♥t sé♣❛rés
♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ♣♦sé q✉❛♥❞ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té
ν(ρ) ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✼✹❪✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ n✿
nδρ =
1
ρl − ρg∇ρ ,
♦ù δρ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ♣♦rté❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱
ρl ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡✱ ❡t ρg ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❛③ ✭❧❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ❣❛③ ét❛♥t s✉♣♣♦sé ❣❛r❛♥t✐r s♦♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✮✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡
r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛ss❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♠✐❧❧✐❡r✱ ❝❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❝❡rt❛✐♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❝❡❝✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✉t✐❧✐sé
✉♥ ❝②❝❧❛❣❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ✉♥ ●▼❘❊❙✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st
❝♦♠♣❧été ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✱ ❞❡ t②♣❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ✭U ·n∂Ω = 0 ♦♥ ∂Ω ♦ù n∂Ω
❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉ ❜♦r❞✮✳
❉❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❡✈❡❧✲❙❡t✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✲✽✳✸✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐ss❡ φ✱ ❧❛ ▲❡✈❡❧ ❙❡t✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r 0 ❡st ♣♦rté ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❡s
✽✳✷✳ ▼♦❞è❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✶✹✼
❞❡✉① s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❞♦♥❝ r❡♣érés ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ H ❛♣♣❧✐q✉é❡ à
φ✿
H(φ) =
{
0 if φ < 0
1 if φ ≥ 0 .
ρ(φ) = ρg + (ρl − ρg)H(φ)
✳
φt +∇ · (Uφ) = 0 , ✭✽✳✹✮
ρ(φ)
∂U
∂t
+ ρ(φ)∇ · (U ⊗U) +∇p− ρ(φ)g = 0 ✭✽✳✺✮
∇ ·U = 0 . ✭✽✳✻✮
✽✳✷✳✷ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s
▲❡ s②stè♠❡ ✭✽✳✺✲✽✳✻✮ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ P1✲P1 ❡♥ é❧é♠❡♥t ✜♥✐ ❝♦♥t✐♥✉s ❞❡ ❞❡❣ré ✉♥ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✺✷❪✳
▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❛❞✈❡❝té❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✹✮ q✉✐ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s
✜♥✐s ❝❡♥trés✲s♦♠♠❡ts ❬✸✸❪✳
■♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ❙♦✐t Ωh ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ Ω ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Rdim ❡t s♦✐t H ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ Ωh✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r
♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❝r❡t Ωh ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à Ω✳ ❖♥ ♦♠❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ h✳ V = {ψ ∈ C0(Ω¯)
∣∣ ψ|K ✐s ❛✣♥❡ ∀K ∈ H} ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡
✉s✉❡❧ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P1✳ V ❡st ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ψi ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s
❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❖♥ ♥♦t❡ V = V dim✱ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✉❧t✐✲✢✉✐❞❡s ❞✐s❝rèt❡s
s♦♥t✿
U =
∑
i
Uiψi , p =
∑
i
piψi ❛♥❞ φ =
∑
i
φiψi .
Pr♦❥❡❝t❡✉r L2✿ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ L2(Ω)✱ ♦♥ ♥♦t❡ Pu : L2 7→ V ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t xi ❞❡ H✿
Pu(xi) =
∫
Ω uψi dx∫
Ω ψi dx
.
P♦✉r t♦✉t U = (u, v) ∈ (L2(Ω))2✱ ♦♥ ♥♦t❡ PU = (Pu,Pv) ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ❞❛♥s V✳
❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r P ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✐s❝r❡t ❝♦♥st❛♥t ♣❛r é❧é♠❡♥t
❡♥ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✐s❝r❡t ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❛✣♥❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s s✬é❝r✐t✿
➱t❛♣❡ ✶✿ ✭➱t❛♣❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✮ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣ré❞✐t❡ ✈✐❛
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✺✮ ❡♥ ♦♠❡tt❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✿
U¯i = U
n
i −
∆t
|Ci|
∫
Ω
ψi (∇.(U⊗U) − g) dx ,
✶✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
♦ù |Ci| ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦♠♠❡t i✿
|Ci| =
∑
j
∫
Ω
ψiψj dx .
➱t❛♣❡ ✷✿ ✭➱t❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ é✈❛❧✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ♠❡t à ❥♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡
❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ✭✽✳✻✮✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♦♥ rés♦✉t∫
1
ρ
∇pn+1.∇ψ dx = 1
∆t
∫
∇ψ.U¯dx ∀ ψ ∈ V ,
❞❛♥s V ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s P1✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡
♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❡st tr❛♥s❢éré❡ ❞❛♥s V à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ P ❡t
❛❥♦✉té❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✿
Un+1 = U¯+∆tP
(
1
ρ
∇pn+1
)
❛♥❞ Un+1 = 0 ♦♥ ∂Ω .
➱t❛♣❡ ✸✿ ✭❆❞✈❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲❡✈❡❧✲❙❡t✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❡st ❛❞✈❡❝té❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✹✮ ❛✈❡❝ Un ❝♦♠♠❡ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❡♥ t❡♠♣s n ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❡♥ t❡♠♣s n+1✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ❝❡♥trés✲s♦♠♠❡t
♣ré❝✐s ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r s✉r ❧❛ ▲❡✈❡❧✲❙❡t ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ très ❢♦rts ✭♦✉ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s✮ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❧❛ ▲❡✈❡❧✲❙❡t ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡
ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ˜n+1 ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ ❛✉ ❝♦♥t♦✉r
{φn+1 = 0}✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬✺✷❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
➱♣❛✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ P♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s r❛♣♣♦rts ❞❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❝♦tè ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❍❡❛✈✐s✐❞❡ H(φ) str✐❝t❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡t q✉❡❧q✉❡❢♦✐s à ❞❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✺✮✱ H(φ) ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡
♣❛r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✏é♣❛✐ss✐❡✑ Hη(φ) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
Hη(φ) =


0 ✐❢ φ < −η✱
1
2(1 +
φ
η +
1
π s✐♥(
πφ
η )) ✐❢ |φ| ≤ η✱
1 ✐❢ φ > η✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ η ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ η = k ∆x ❛✈❡❝ k ≈ 3✳ ❈❡t
é♣❛✐ss✐s❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡♥❢♦r❝❡ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ♠❛✐s ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡t é♣❛✐ss✐ss❡♠❡♥t
❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❛♥s ♥♦s ❝❛s t❡sts✳
◗✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣rés❡♥té✱ ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s
♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ s♦✐t ❡♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ ♥❡ rés♦❧✈❛♥t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣r❡ss✐♦♥✱ s♦✐t
❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦✉♣❧é ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ s♦✐t
✽✳✸✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✶✹✾
❡♥❝♦r❡ ❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❝♦✉♣❧é ❡♥ ré✲✐tér❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❧❡s ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❙■▼P▲❊ ❬✼✵❪✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♦♣t✐♦♥✱ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t ♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❋▼●
❞✉ s②stè♠❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳
✽✳✸ ❯♥❡ ✐❞é❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢
❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✹✽❪✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥
t❡♠♣s ❡st ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞✐✈✐sé ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✿
[0, T ] = [0, t1] ∪ [t1, t2] ∪ ... ∪ [tk, tk+1] ∪ ... ∪ [tnsi−1, tnsi].
▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❧✬✉♥ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✳
❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [tk, tk+1]✿
✲ ▲✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s s❡ ❢❛✐t à ♠❛✐❧❧❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ✜①❡✳ ▼❛✐s ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❛❞❛♣té
♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s
❡st ré✲✐téré ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠étr✐q✉❡
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥t✮✳
✲ ✭❛✮ ❉❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛❞❛♣té ✭t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r [tk, tk+1]✮ ❡st s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ♣❧✉s ❣r♦ss✐èr❡s✳
✲ ✭❜✮ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① s♦♥t ♣❛rt✐t✐♦♥♥és ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✜♥ ❡t
❡♥ ❝❛❧q✉❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❣r♦ss✐❡r s✉r ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ✜♥✳
✲ ✭❝✮ ▲✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ❡st ré❛❧✐sé✳ ❖♥ rés♦✉❞ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r
❋▼●✴❋▼❱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♥str✉✐ts✳
✲ ▲❡s ét❛♣❡s ✭❛✮✭❜✮✭❝✮ s♦♥t ré✲✐téré❡s ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s♦❧✉t✐♦♥✴♠❛✐❧❧❛❣❡ s❛t✲
✐s❢❛✐s❛♥t✳
✽✳✹ ❱❡rs ▼● ❡♥ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿ ❋▼❱
✽✳✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
❋▼● st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡
❣r✐❧❧❡s ❣r♦ss✐èr❡s ❡♥ r❛✣♥❛♥t ❡t ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t✱ ❡t ❡♥ s✬❛rrêt❛♥t ❞❡ r❛✣♥❡r q✉❛♥❞
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡t s❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❆◆❆◆❆❙✱ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s❡ ❢❛✐t s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞✉r❛♥t ❧❡q✉❡❧
✶✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ✜❣é✱ ❝❢✳ ❬✹✽❪✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡t ❞❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❛✉
t❡♠♣s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ t❡♠♣s à ❝❛❧❝✉❧❡r✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❧✬❊❉P à rés♦✉❞r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ❈❛✉❝❤②✲❑♦✇❛❧❡✈s❦❛ ♣♦✉r ❧❛
♣r❡ss✐♦♥✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❛✈❛♥❝é❡ ❡♥ t❡♠♣s s✉r ❧❛
❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ■❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①tr❛♣♦❧❡r
à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥st❛♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♦♣t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s très r♦❜✉st❡ ❡t
♥✬❛ ♣❛s été ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
✜♥ ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧❡ ❋▼● ❡♥ ✉♥ ❝②❝❧❛❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❋▼❱✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❋▼❱
❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝②❝❧❛❣❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
s♦❧✈❡✉r ♣r♦♣♦sé✳
✽✳✹✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❋▼❱ ❡st très s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋▼●✳ ▲❛ s❡✉❧❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ à rés♦✉❞r❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❋▼●✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ ♦♥ ❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❝♦✉r❛♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡✳
❖♥ ❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
AMv = fM.
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❋▼❱✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ ♦♥ ❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ♥♦♥ ♣❛s s✉r ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ♠❛✐s s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ✜♥✳ P✉✐s✱ ♦♥ ❧❡ tr❛♥s❢èr❡ s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❝♦✉r❛♥t ♣❛r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ rés♦✉t ❞♦♥❝
AMv = RMfin→MfMfin .
P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s t❡st ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳
✽✳✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s t❡st ❞✉ ❝❡r❝❧❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s✱ ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s
❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❡♥ ❋▼●✳ ▲❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦ss✐❡r ❛ 121 ♣♦✐♥ts ❡t ❧❡ ♣❧✉s ✜♥ ❡♥ ❛
103041✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠❛✐❧❧❛❣❡s s♦♥t ♠♦♥trés ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✽✳✶ ❡t ✽✳✷✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à ✶✵✸✵✹✶ ♣♦✐♥ts ❡st t❡❧❧❡♠❡♥t ✜♥ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♠ê♠❡ ♣❛s ✈♦✐r s❡s ♠❛✐❧❧❡s✳ ❯♥ ③♦♦♠ s✉r ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✸✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ fM ❛ss❡♠❜❧é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r ❡st ♠♦♥tré
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✹✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ♠♦♥tr❡✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ fMfin ❛ss❡♠❜❧é s✉r ❧❡
♠❛✐❧❧❛❣❡ ✜♥✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s❡❝♦♥❞s ♠❡♠❜r❡s fM ❡t fMfin s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥ts✱
fMfin ét❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ f ✳
❘❡st❡ à tr❛♥s❢ér❡r fMfin s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r✳ ❯♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ RMfin→MfMfin ✱ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✻
✽✳✹✳ ❱❡rs ▼● ❡♥ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿ ❋▼❱ ✶✺✶
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✶✷✶ ♣♦✐♥ts
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✶✵✸✵✹✶ ♣♦✐♥ts
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❩♦♦♠ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✶✵✸✵✹✶ ♣♦✐♥ts
✶✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❙❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r
❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❙❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r
❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❙❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ✜♥ tr❛♥s❢éré s✉r ❣r♦ss✐❡r
✽✳✹✳ ❱❡rs ▼● ❡♥ ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✿ ❋▼❱ ✶✺✸
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ fM✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ r❡ss❡♠✲
❜❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s à fMfin ✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛♥❝❡r ♥♦tr❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❋▼●
❛✈❡❝✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✱ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ tr❛♥s❢éré ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à 103041 ♣♦✐♥ts✳
◆♦t♦♥s q✉✬❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t q✉✬♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥❡
♣❤❛s❡ à ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ tr❛♥s❢éré r❡ss❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❛✉ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ❛ss❡♠❜❧é s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡
♦ù ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à 103041 ♣♦✐♥ts✳
▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋▼● ❡t ❋▼❱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s
✜❣✉r❡s ✽✳✼ ❡t ✽✳✽ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❡rr❡✉r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❡t ❞✉ t❡♠♣s ❈P❯✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ ❋▼● ❡t ❞✉ ❋▼❱
❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ❈P❯ ❞✉ ❋▼● ❡t ❞✉ ❋▼❱
❖♥ ♦❜s❡r✈❡✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✼✱ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ s♦♥t ❜✐❡♥
✶✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs ❡♥ ❋▼❱ q✉✬❡♥ ❋▼●♠❛✐s q✉❡✱ ♣❧✉s ♦♥ ❛✈❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❤❛s❡s✱ ♣❧✉s ❧❡s ❞❡✉①
❝♦✉r❜❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t✱ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ❋▼❱ s✉r ❧❡ ❋▼● ❞✐♠✐♥✉❛♥t✱ ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t
❛rr✐✈❡r à ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡
♣✉✐sq✉❡✱ ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✜♥s✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ❛ss❡♠❜❧é ❞❡ss✉s ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❛ss❡♠❜❧é
s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à 103041 ♣♦✐♥ts✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ à 103041 ♣♦✐♥ts ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱
❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ♠ê♠❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❡st ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s
❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ très ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡
❝❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s q✉❡ ♣❛r❝❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡ ❡st ❝♦♥✈❡r❣é❡ s✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ✭t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❡❧❧❡ ❧✬❡st ❛✉ss✐ s✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ♣❤❛s❡s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✮ ❝❛r✱ s❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s❡r❛✐❡♥t
❞✐✛ér❡♥ts ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ tr❛♥s❢éré❡ ❞❡♣✉✐s ❧✬❛✈❛♥t✲❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❡t
❞♦♥❝ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ❖r✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❝②❝❧❡s
s❡r♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✽ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡♥ ❋▼● ❛❧♦rs q✉✬✐❧
❡♥ ♣r❡♥❞ q✉❛tr❡ ❡♥ ❋▼❱✳ ❈❡❧❛ ♥✬❛ r✐❡♥ ❞✬ét♦♥♥❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥ ♣r❡♥❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ❡t q✉✬✐❧ ❢❛✉t✱
❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ tr❛♥s❢ér❡r s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❣r♦ss✐❡r✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ ❢❛✐t ❛✉ss✐ s❡♥t✐r à ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ♦ù ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts é❣❛✉① ♠❛✐s ❞é❝❛❧és ❡♥ t❡♠♣s ❈P❯✿ ✐❧ ❢❛✉t
✺✺✵ s❡❝♦♥❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❋▼● ❡t ✺✾✹ ♣♦✉r ❧❡ ❋▼❱✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s
♣❤❛s❡s✱ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ❋▼❱ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❋▼●✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ s✐
♦♥ ❛rrêt❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬❛✈❛♥t✲❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❣❛✐♥
❡♥ ❡✣❝❛❝✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❋▼●✳
✽✳✺ ▼● ❡♥ ▼P■
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❋▼● ▼P■ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ✷❉ ❡t
✸❉ ❡t ✈❛❧✐❞é❡ s✉r ♣♦st❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❜✐♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s
♥♦♥✲❛❞❛♣t❛t✐❢ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ q✉✬❛✉ ❝❛s ❛❞❛♣t❛t✐❢✳ ◆♦✉s rés✉♠♦♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞✉❧❡s✴❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♦♥t été ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✿
✲ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r✐❧❧❡s ❣r♦ss✐èr❡s s✐ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♣❤❛s❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳
✲ P❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❣r♦ss✐èr❡s ❝❛❧q✉é❡ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✜♥❡✳
✲ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ✐♥t❡r✲❣r✐❧❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳
✽✳✻✳ ❯♥ ❝❛s t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✴é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✸❉ ✶✺✺
✽✳✻ ❯♥ ❝❛s t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✴é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✸❉
▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ été ✈❛❧✐❞é ❡♥ ✷❉ ❡t ✸❉✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
✸❉✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝✉❜✐q✉❡ ♠♦♥tré ❡♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✾✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ❝✉❜✐q✉❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✿
u = αx(x− 1)
❛✈❡❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ α = 1000000000✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❋▼● ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ❣r✐❧❧❡s ❛②❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
216✱ 1331✱ 9261 ❡t 68921 ♣♦✐♥ts✳
❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ 100 ✐tér❛t✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ tr❛❝é ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ rés✐❞✉ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
q✉❛tr❡ ❣r✐❧❧❡s ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❈❡s q✉❛tr❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✽✳✶✵✱ ✽✳✶✶✱ ✽✳✶✷ ❡t ✽✳✶✸✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣❤❛s❡ ❡t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜r✉sq✉❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ à ❧❛ s❡♣t✐è♠❡ ✐tér❛t✐♦♥
❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱
♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ●▼❘❊❙ ❛✈❡❝ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❏❛❝♦❜✐ ❛❧♦rs q✉✬❡♥s✉✐t❡✱
❧❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥❡ r❛❧❡♥t✐t ♣❛s ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
✶✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ rés✐❞✉ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡
♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s
❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ▼P■ s✉r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✺✳
✽✳✻✳ ❯♥ ❝❛s t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✴é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✸❉ ✶✺✼
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ rés✐❞✉ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❤❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ rés✐❞✉ q✉❛tr✐è♠❡ ♣❤❛s❡
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s rés✉♠é ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ✈❡rs ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡ tr❛♥s❢❡rt r❡st❡ à ❝♦♥s♦❧✐❞❡r✱
♣✉✐s à t❡st❡r s✉r ❞❡s ❝❛s ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s❡r❛ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ t✉r❜✉❧❡♥t✳
✶✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞✉ ❝❛s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡s ♠❛✐❧❧❛❣❡s ✉t✐❧✐sés ❡st ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡
s♦♠♠❡ts ❡t ❞❛♥s ❝❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❋▼● ❛♣♣♦rt❡r♦♥t
✉♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❣rès ❡♥ ❡✣❝❛❝✐té✳
✽✳✻✳ ❯♥ ❝❛s t❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✴é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✸❉ ✶✺✾
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✺✿ ❈❛s ✸❉ ❡♥ ▼P■

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
▲✬ét✉❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬❡st ❛tt❛q✉é❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❊❉P ❡❧❧✐♣t✐q✉❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s
♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s✳ P❛r ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡
❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❡t ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ✉♥ ♣❡✉ ❡①trê♠❡ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡
❝❤❛♠♣s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉s✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❝✐❜❧❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ✢✉✐❞❡ ❞✐♣❤❛s✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡✳
▲❡s q✉❛tr❡ ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ t❡❧s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✿
✭❛✮✲ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ✭♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r ✐♥❝♦♥♥✉❡✮✱
✭❜✮✲ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s ❞♦♥♥é✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ❧✬♦r❞r❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❢♦r♠❡❧✳
✭❝✮✲ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✐s❝r❡t ❧❡s ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❖✭◆✮✮✱
✭❞✮✲ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t
❛✈❡❝ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s♣❡❡❞ ✉♣ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐té✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t♦✉s ❝❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ❞♦✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡❧✐❡r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦②❡♥s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ t❡♠♣s
❤♦r❧♦❣❡✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡✉① ✭♣♦✐♥t
✭❛✮✮✳ ❊❧❧❡ ❛ ❝❤❡r❝❤é à ❝♦♥tr✐❜✉❡r ❛✉① tr♦✐s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ♣❛r ❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿
✲ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼● ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ ❝♦♥tr♦❧✲
❧é❡ ♣❛r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt ✭♣♦✐♥t ✭❝✮✮✱
✲ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ✭♣♦✐♥t ✭❜✮✮ ❜❛sés
❍❡ss✐❡♥✱ ♦r✐❡♥tés ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♦r✐❡♥tés ♥♦r♠❡✱ ❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❡♥
✈❡rs✐♦♥ ♠étr✐q✉❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡✱
✲ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ▼P■ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋▼● ✭♣♦✐♥t ✭❞✮✮✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ❞❡s ré♣♦♥s❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s ♣♦sé❡s
✶✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆◆❘ ▼❆■❉❊❙❈✳ ❊❧❧❡s ♦♥t tr♦✉✈é ❞✐✈❡rs ❞é❜♦✉❝❤és✱ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦r✐❡♥té❡s ♥♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ▼é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ❋❧✉✐❞❡s ❈♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s
♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ■◆❘■❆ ●❆▼▼❆ ❞❡ ❘♦❝q✉❡♥❝♦✉rt ❡t ❝♦♥st✐t✉❛♥t ✉♥❡
❞❡s ❧✐✈r❛✐s♦♥s ❞✉ ♣r♦❥❡t ❊✉r♦♣é❡♥ ❯▼❘■❉❆✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥t à t❡r♠❡
❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❈❋❉ t✉r❜✉❧❡♥ts ✸❉✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s tr❛♥s❢❡rts ✈❡rs ❧❡s ❛❝t✐✈✐tés
✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t à tr❛✈❡rs ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡
❆◆❆◆❆❙ ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ▲❡♠♠❛✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s s♦♥t à ❡♥✈✐s❛❣❡r✿
✲ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐❣♥❛❧é ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ✸❉✳
✲ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ à ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ✭❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❆♥❝❛
❇❡❧♠❡✮ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❜❡s♦✐♥ ✐♥❞✉str✐❡❧ ✉r❣❡♥t✳
✲ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ tr♦✐s ❡t ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦✉✈❡rt❡
♣❛r ❧❛ t❤ès❡ ❞✬❆❧❡①❛♥❞r❡ ❈❛r❛❜✐❛s✳
✲ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ à ❞❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✭✢✉✐❞❡✲str✉❝t✉r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
❚♦✉s ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡r♦♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡
❛✈❡❝ ♣♦✉r ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❛✐tr✐s❡ ♣❛r ❧✬❤♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♥❛t✉r❡❧s q✉✐
❧✬❡♥t♦✉r❡♥t ❡t ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s q✉✬✐❧ ❝ré❡✳
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